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Sammanfattning  

Denna uppsats behandlar begreppet konvexa funktioner utifrån ett matematiskt perspektiv. 

Tyngdpunkten ligger på envariabla funktioner, men i det fjärde och sista kapitlet definieras även en 

flervariabel konvex funktion. 

Förutom bevis på att vissa funktioner är konvexa och vissa allmänna satser om konvexa funktioner i 

de två första kapitlen, så tillämpas även begreppet i det tredje. Där bevisas några viktiga olikheter, 

några egenskaper i optimeringssammanhang hos konvexa funktioner diskuteras och ett bevis 

framläggs på att de speglar vi kallar konvexa faktiskt inte behöver vara konvexa i matematisk mening. 

Abstract 

This paper discusses the concept convex functions from a mathematical perspective. The main part 

of it will be about functions of one variable, but in the fourth and last chapter convex functions of 

several variables are also defined. 

Apart from proofs that certain functions are convex and some general theorems about convex 

functions in the two first chapters, the concept is also applied in the third chapter. There some 

important inequalities are proved, some characteristics of the convex functions regarding optimizing 

are discussed and a proof is also constructed for mirrors that we call convex do not necessarily have 

to be convex mathematically speaking. 

Zusammenfassung 

Dieser Aufsatz behandelt den Begriff konvexe Funktionen aus mathematischer Hinsicht. Der 

Schwerpunkt liegt bei Funktionen mit einer Variabel, aber im vierten und letzten Kapitel werden auch 

konvexe Funktionen mit mehreren Variablen definiert. 

Zusätzlich zu Beweisen, dass gewisse Funktionen konvex sind und einigen allgemeinen Theoremen 

über konvexe Funktionen in den ersten zwei Kapiteln, wird den Begriff auch im dritten Kapitel 

angewandt. In diesem Kapitel werden einige wichtige Ungleichungen bewiesen, einige Eigenschaften 

der konvexen Funktionen in der Optimierung diskutiert und es wird bewiesen, dass die Spiegel, die 

wir konvex nennen, nicht mathematisch gesehen konvex sein müssen. 
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Inledning 

Första gången jag såg definitionen för en konvex funktion (olikhetsvarianten, inte korda-varianten) 

blev jag mycket skrämd. Liksom vid mitt första möte med epsilon-delta-definitionen av ett 

gränsvärde blev jag förvirrad, och nu också minst sagt tveksam till hur man ska hantera högerledet i 

olikheten. 

Sen började jag leka lite med den, och läsa lite i ”Analys i en variabel” om konvexa funktioner, och 

insåg att den kanske inte är så krånglig som den ser ut. Denna fascination för hur en så skenbart 

krånglig definition kan tas ner så snabbt, i kombination med mitt stora intresse för matematisk 

analys, gjorde att mitt val för projektarbete föll på just konvexa funktioner. 

 

Arbetet kretsar i mångt och mycket kring lösandet av de problem som finns i projektarbetesförslaget 

jag har utgått ifrån. (”Konvexa funktioner” av Urban Cegrell, Umeå Universitet, hämtad från 

http://www.mittag-leffler.se/publications/specialarbeten/ den 28 augusti 2009) Vissa av satserna är 

bevisade i mer generaliserade former än vad Cegrells har föreslagit (t.ex. sats 26 som endast skulle 

visas i fallet n=2.) Därutöver kommer jag att bevisa några ytterligare satser, vissa för de är 

användbara(t.ex. sats 6) och vissa bara för de är roliga (t.ex. sats 16). 

Mitt arbete är uppdelat i fyra kapitel. I det första definieras vad det innebär att en funktion är 

konvex. Jag bevisar också att några konkreta funktioner är konvexa endast med hjälp av definitionen. 

I det andra kapitlet bevisar jag några satser om konvexa funktioner i allmänhet. Det tredje kapitlet tar 

upp tillämpningar av konvexitetsbegreppet – bevis av olikheter, optimering samt konvexa speglar. 

Behandlingen av konvexa speglar är en uppgift jag själv lagt till – detta för att de flestas första möte 

med ordet ”konvex” är i samband med speglar. I det fjärde och avslutande kapitlet går jag över från 

att endast behandla funktioner R→R till att behandla det mer allmänna fallet Rn→R efter en kort 

behandling av begreppet konvexa mängder. 

Slutligen hoppas jag att läsaren kommer att få lika stort nöje med att läsa mitt arbete som det var för 

mig att göra det. Speciellt hoppas jag att läsaren upptäcker att en konvex funktion är långt mycket 

mer än en funktion vars andraderivata är positiv. Och inte blir trött på godtyckliga t tillhörande 

intervallet (0,1). 

Axel Flinth (datum)  
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Definitioner och exempel 

Vad innebär det egentligen att en funktion är konvex? Informellt kan man säga att en konvex 

funktions graf ”buktar uppåt” i ett ortonomerat koordinatsystem. Denna ”definition” är självklart inte 

tillräcklig för att kunna göra strikta matematiska resonemang. 

Det är endast funktioner med värdemängder som är delmängder av R som kan vara konvexa. 

Definitionsmängden kan dock vara delmängder av Rn för alla n. Vi väntar med att definiera detta och 

nöjer oss i detta avsnitt att titta på funktioner vars definitionsmängder är delmängder av R. 

Definition1: En funktion f är konvex i ett intervall I om varje korda till dess graf i detta intervall ligger 

över eller på den senare. Detta är ekvivalent med att: 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼 ∀𝑡 ∈  0,1 : 𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2) 

∀𝑥1, 𝑥, 𝑥2 ∈ 𝐼, 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2 : 
𝑓 𝑥2) − 𝑓(𝑥1 

𝑥2 − 𝑥1

 𝑥 − 𝑥2 + 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥) 

Observera att (0,1) är det öppna intervallet mellan 0 och 1. Om olikheterna ovan är stränga säger 

man att funktionen är strängt konvex. Detta innebär att alla kordor ligger ovanför, och inte på, 

grafen. 

 

För att övertyga sig om att de två definitionsolikheterna är ekvivalenta observerar man ett 

godtyckligt x mellan x1 och x2 kan skrivas tx1+(1-t)x2, där t tillhör (0,1). Om man ersätter x med detta 

uttryck i den undre olikheten får man efter en enkel algebraisk omskrivning den övre. Om man 

istället sätter tx1+(1-t)x2=x i den undre samt löser ut t ur denna olikhet och sätter in det, får man efter 

lite algebra den undre. 

Av de två olikheterna använder man framförallt den övre för att bevisa att en funktion är konvex. Jag 

visar nu ett antal exempel hur detta kan göras. (Från och med nu ligger alla t i (0,1), om inget annat 

sägs.) 

                                                             
1 Cegrell Urban, 1989 

Fig.1: En konvex funktion med en 

korda utritad 
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Sats 1:  𝑥 är konvex på R 

Bevis: Enligt triangelolikheten är  𝑡𝑥1 +  (1 − 𝑡)𝑥2 ≥  𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2  för alla 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅 vilket är 

detsamma som att  𝑥  är konvex på R. QED 

Observera att det inte gäller sträng olikhet,  𝑥  är alltså endast konvex på R. Ett exempel på en 

funktion som är strängt konvex är x2 

Sats 2: 𝑥2  är strängt konvex på R. 

Bevis: Det som ska bevisas är att 𝑡𝑥1
2 +  1 − 𝑡 𝑥2

2 > (𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2)2 för alla x1,x2 i R. Detta är 

dock ekvivalent med 

𝑡𝑥1
2 +  1 − 𝑡 𝑥2

2 > 𝑡2𝑥1
2 + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑥1𝑥2+(1 − 𝑡)2𝑥2

2
 

𝑡 1 − 𝑡  𝑥1
2 − 2𝑥1𝑥2 − 𝑥2

2 > 0 

 𝑥1 − 𝑥2 2 > 0 

Vilket är entydigt sant när x1≠x2. QED. 

Att x2 är konvex kan generaliseras till att xp, p ∈ Z+, är konvex på R+. (När vi har fler verktyg kan vi visa 

att detta gäller för alla reella p>1.) 

Sats 3: xp , p ≥2 ∈ Z+ är strängt konvex på R+ 

Bevis: Vi genomför beviset med induktion. 

(i) xp är strängt konvex på R+, när p=2. Detta bevisade vi nyss (Faktum är den är konvex även för p=1. 

Beviset för detta är mycket enkelt och lämnas till läsaren.) 

(ii) Vi antar att xp är konvex för p=n, vilket är ekvivalent med att det för alla 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅; 

𝑡𝑥1
𝑛 +  1 − 𝑡 𝑥2

𝑛 > (𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2)𝑛  

Vi multiplicerar olikheten ovan med (tx1+(1-t)x2), som är positivt då x1 och x2 är positiva. Vi får alltså 

att: 

 𝑡𝑥1
𝑛 +  1 − 𝑡 𝑥2

𝑛  𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 >  𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 𝑛+1  

Om vi kan bevisa att tx1
n+1+(1-t)x2

n+1 är större än eller lika med V.L i olikheten ovan är 

induktionssteget visat. Vi bildar alltså detta uttryck – V.L. och försöker visa att detta är mer än eller 

lika med 0. 

𝑡𝑥1
𝑛+1 +  1 − 𝑡 𝑥2

𝑛+1 −  𝑡2𝑥1
𝑛+1

+ 𝑡 1 − 𝑡  𝑥1𝑥2
𝑛 + 𝑥1

𝑛𝑥2 +  1 − 𝑡 2𝑥2
𝑛+1 

= 𝑡 1 − 𝑡  𝑥1
𝑛+1 − 𝑥1𝑥2

𝑛 − 𝑥1
𝑛𝑥2 + 𝑥2

𝑛+1 =  𝑡 1 − 𝑡  𝑥1 − 𝑥2  𝑥1
𝑛 − 𝑥2

𝑛 ≥ 0 

Den sista olikheten följer av att (x1-x2) har samma tecken som (x1
n-x2

n). 

(iii) Induktion ger att påståendet är sant för alla p ≥2 ∈ Z+. QED. 
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Ett klassiskt exempel på en konvex funktion är exponentialfunktionen. Faktum är att alla 

exponentialfunktioner är strängt konvexa på R. 

Sats 4: Om a>0, a≠1 är ax strängt konvex på R. Om a=1 är den konvex. 

Bevis: Vi konstaterar först att fallet a=1 är trivialt. ax blir då identiskt lika med ett, och självklart 

konvex. Vi tittar nu på de andra fallen. Det som ska bevisas är att för alla 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅: 

𝑡𝑎𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑎𝑥2 > 𝑎 𝑡𝑥1+ 1−𝑡 𝑥2  

Genom att dela båda leden med H.L. (som är positivt) får vi den ekvivalenta olikheten; 

𝑡𝑎 1−𝑡  𝑥1−𝑥2 +  1 − 𝑡 𝑎𝑡 𝑥2−𝑥1 > 1 

𝑎 𝑥1−𝑥2 (𝑡𝑎 1−𝑡 +
 1 − 𝑡 

𝑎𝑡
) > 1 

Om x1>x2 är 𝑎 𝑥1−𝑥2 > 1 och olikheten ovan sann omm 

𝑓 𝑡 = 𝑡𝑎(1−𝑡) +
(1 − 𝑡)

𝑎𝑡
 

Är större än eller lika med 1 för alla 0<t<1. Om istället x1<x2 ska det samma istället gälla för 𝑓 1 − 𝑡  

vilket det självklart gör om det gör det för 𝑓 𝑡 . För att visa detta används differentialkalkyl. 

𝑓′ 𝑡 =  𝑎(1−𝑡) − 𝑡 ln 𝑎 𝑎1−𝑡 −
1

𝑎𝑡
−

(1 − 𝑡) ln 𝑎

𝑎𝑡
= 𝑎−𝑡 𝑎 − 𝑡𝑎 ln 𝑎 − 1 −  1 − 𝑡 ln 𝑎 

=  𝑎−𝑡(𝑡 ln 𝑎 − 𝑎 ln 𝑎 + 𝑎 − 1 − ln 𝑎) 

Vilken är lika med noll då och endast då 𝑡 =  
𝑎−1−ln 𝑎

𝑎 ln 𝑎−ln 𝑎
=

1

ln 𝑎
(
𝑎−1−ln 𝑎

𝑎−1
). För alla värden på a ligger 

detta mellan 0 och 1; det är positivt eftersom både täljare och nämnare är mer än noll; dels för att 

lna och (a-1) har samma tecken, dels för att lna<(a-1) – ett bevis för det senare finns i appendix 1. Att 

t<1 är mindre än 1 inses genom att dessa olikheter är ekvivalenta då lna(a-1) är positivt: 

1

ln 𝑎
∙
𝑎 − 1 − ln 𝑎

𝑎 − 1
< 1 ⇔ 𝑎 − 1 − ln 𝑎 < ln 𝑎  𝑎 − 1 ⇔ 𝑎 − 1 < 𝑎 ln 𝑎 ⇔ −1 < ln 𝑎 (𝑎 − 1) 

 Följande teckenväxlingsschema uppkommer: 

 

t 

f’ 

f 

(0) (1) 

+ 0 - 

max 1 1 

1

ln 𝑎
(
𝑎 − 1 − ln 𝑎

𝑎 − 1
) 
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Vilket bevisar att f(t)≥1 för alla värden på t mellan 0 och 1, vilket i sin tur bevisar satsen. QED

 

Är log𝑎 𝑥 konvex på R+? Genom att titta på dess graf, ser vi att den inte är det. Däremot ser det ut 

som att alla kordor ligger under funktionsgrafen. När detta är sant för en funktion kallas den konkav. 

Definitionen för att en funktion är konkav på ett intervall fås alltså genom att vända på ”definitions-

olikheten”, eller att observera att detta är ekvivalent med att: 

Definition2: En funktion f är konkav på ett intervall I om -f är konvex där. 

En funktion f kallas strängt konkav om  -f är strängt konvex. 

Vi visar nu att log𝑎 𝑥 är strängt konkav på R+ om a>1, och strängt konvex om a<1 

Sats 5: Om a>1, så är log𝑎 𝑥 är strängt konkav på R+. Om 0<a<1 så är den istället strängt konvex. 

Bevis: Eftersom ax är strängt konvex på R (för alla positiva a), gäller det för alla 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅+: 

𝑡𝑎log 𝑎 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑎log 𝑎 𝑥2 > 𝑎𝑡 log 𝑎 𝑥1 +(1−𝑡)log 𝑎 𝑥2  

Vi logaritmerar båda leden. Om a>1 är log𝑎 𝑥 är, bibehålls olikheten. 

log𝑎 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 > 𝑡 log𝑎 𝑥1 + (1 − 𝑡)log𝑎 𝑥2  

Vilket innebär att log𝑎 𝑥är strängt konkav på R+.  Om 0<a<1 är istället log𝑎 𝑥 avtagande, och 

olikheten vänds. 

log𝑎 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 < 𝑡 log𝑎 𝑥1 + (1 − 𝑡) log𝑎 𝑥2 

Vilket innebär att log𝑎 𝑥 då är strängt konvex. QED.  

                                                             
2 Cegrell Urban, 1989 

Fig. 2: f(t) ritad för a=10 
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Grundläggande teorem  

I detta kapitel är det dags att bevisa några viktiga påståenden om konvexa funktioner i allmänhet. Vi 

börjar med en liten sats som jag kommer att använda senare. 

Sats 6: Om en funktion f är konvex på ett intervall I gäller det att 

∀𝑥1, 𝑥2 , 𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2 ∈ 𝐼 ∀𝑡 ∉  0,1 : 𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓(𝑥2) ≤ 𝑓(𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2) 

Bevis: Vi utgår från definitionen av att f är konvex, alltså att för alla x1, x2 tillhörande I och alla θ ∈ 

(0,1) är  

𝜃𝑓 𝑥1 +  1 − 𝜃 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥3) 

Där 𝑥3 = 𝜃𝑥1 + (1 − 𝜃)𝑥2 ⇔ 1 − 𝜃 𝑥2 = 𝑥3 − 𝜃𝑥1 ⟺ 𝑥2 =
1

(1−𝜃)
𝑥3 −

𝜃

(1−𝜃)
𝑥1. Observera att x2 

tillhör I. På samma sätt får vi av olikheten ovan att 

1

(1 − 𝜃)
𝑓 𝑥3 −

𝜃

(1 − 𝜃)
𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2) 

Vi sätter nu någon av konstanterna 
1

(1−𝜃)
,

−𝜃

(1−𝜃)
 till t. Då är den andra konstanten lika med (1-t), och 

beroende på vilken av konstanterna vi har valt är t antingen större än ett eller mindre än noll. Vi får 

att: 

𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑥3 ≤ 𝑓 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥3  

Satsen är alltså bevisad.  QED. 

Den geometriska tolkningen av satsen ovan är att förlängningen av varje korda till funktionen ligger 

under funktionsgrafen, så länge den ligger i intervallet där funktionen är konvex. 

 

En mycket viktig olikhet för konvexa funktioner som flitigt används i tillämpningar – inte minst i 

matematiktävlingsuppgifter – är den så kallade Jensens olikhet. Vi presenterar och bevisar den nu. 

Sats 7: (Jensens olikhet) Antag att f är strängt konvex på intervallet I. Då gäller för alla x1,x2…xn ∈ I och 

alla n-tiplar t1,t2…tn∈  0,1 sådana att t1+t2…tn=1 att: 

Fig.3: En konvex funktion med en 

förlängd korda utritad. 
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 𝑡𝑘𝑓 𝑥𝑘 ≥

𝑛

𝑘=1

𝑓( 𝑡𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

) 

Med likhet om och endast om alla x är lika. 

Bevis:  Om alla x är lika gäller självklart likhet – då är likheten ekvivalent med f(x)=f(x). 

Vi bevisar nu att sträng olikhet gäller om inte alla x är lika. 

(1)  För n=2 är det självklart, det är definitionen av en strängt konvex funktion. 

(2)  Vi antar att olikheten är sant för n=p, dvs. att för p stycken tal λk, sådana att 0<λk<1 (1≤k≤p), samt 

att; 

 λk

𝑝

𝑘=1

= 1 

 

gäller det för för p stycken tal xk (där alltså inte alla xk är lika) tillhörande I, att; 

 𝜆𝑘𝑓 𝑥𝑘 > 𝑓   𝜆𝑘𝑥𝑘

𝑝

𝑘=1

 

𝑝

𝑘=1

 

Vi multiplicerar nu båda leden med en konstant 0<θ<1, och får 

 𝜃𝜆𝑘

𝑝

𝑘=1

𝑓 𝑥𝑘 > 𝜃𝑓   𝜆𝑘𝑥𝑘

𝑝

𝑘=1

  

Om vi nu definierar en ny följd tal med p+1 stycken tal αk genom att sätta 𝑡𝑘 = θλk  för 1≤k≤p och 

sätta t𝑝+1 = 1 −  𝛼𝑘 = 1 − 𝜃𝑝
𝑘=1  uppfyller denna talföljd satsens villkor (detta inses lätt). Om vi till 

båda leden i ovanstående ekvation adderar 𝑡𝑝+1𝑓 𝑥𝑝+1  (där 𝑥𝑝+1  tillhör I) får vi att: 

 𝑡𝑘𝑓 𝑥𝑘 

𝑝+1

𝑘=1

> 𝜃𝑓   𝜆𝑘𝑥𝑘

𝑝

𝑘=1

 +  1 − 𝜃 𝑓 𝑥𝑝+1  

Högerledet i denna olikhet är dock enligt definitionen av en strängt konvex funktion större än: 

𝑓    𝜃𝜆𝑘𝑥𝑘 +  1 − 𝜃 

𝑝

𝑘=1

 𝑥𝑝+1 = 𝑓   𝑡𝑘𝑥𝑘

𝑝+1

𝑘=1

  

Vilket bevisar induktionssteget. 

(3) Induktion ger nu att sträng olikhet gäller för alla n. 

Satsen är bevisad. QED 
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Korollarium: Om f är konkav blir olikheten omvänd (olikheten ovan gäller för funktionen –f, 

multiplicera med -1.) 

Jensens olikhet innebär att man för en konvex funktion kan ”plocka ut” en summa ur en funktion, 

vilket ofta är väldigt praktiskt – detta kommer vi se i nästa kapitel, där vi bevisar flera viktiga olikheter 

med hjälp av Jensen. 

Vad gäller för en konvex funktion och kontinuitet? Genom att titta på figuren nedan inser vi att 

kontinuitet i ändpunkterna på det intervall där f är konvex inte är nödvändigt – det går inte att dra 

några kordor som ligger under funktionsgrafen. Dock verkar det rimligt att den är kontinuerlig i alla 

andra punkter – se fig. 5. 

 

 

Vi bevisar nu att det verkligen är så. 

Sats 8: Det existerar funktioner som är diskontinuerliga i sina ändpunkter med trots detta konvexa. 

Bevis: Det räcker att ange en sådan funktion. Vi gör det. 

𝑓 𝑥 =  𝑥2      𝑥 ≠ −1
2        𝑥 = −1 

 , 𝐷𝑓 =  −1,1  

Det är klart att f är diskontinuerlig i x=-1, då 

 lim
𝑥→−1+

𝑓 𝑥 = 1 ≠ 𝑓(−1) 

 

Fig. 4: En funktion som är diskontinuerlig i sina 

ändpunkter men trots detta konvex. 

Fig.5: En funktion som är diskontinuerlig i en 

inre punkt, och ej konvex. Observera att den 

utritade kordan delvis ligger under kurvan. 
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Vi har redan visat att x2 är konvex på R och därför självklart också konvex på (-1,1]. Det enda som 

måste visas är alltså att definitionsolikheten gäller för x1=-1 och x2∈(-1,1]. Beviset liknar beviset för 

att x2 är konvex (sats 2.) 

𝑡𝑓 −1 +  1 − 𝑡 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑡(−1) +  1 − 𝑡 𝑥2) 

2𝑡 +  1 − 𝑡 𝑥2
2 ≥ ( 1 − 𝑡 𝑥2 − 𝑡)2 

2𝑡 +  1 − 𝑡 𝑥2
2 ≥  1 − 𝑡 2𝑥2

2 − 2𝑡 1 − 𝑡 𝑥2 + 𝑡2  

𝑡 1 − 𝑡  𝑥2
2 + 𝑥2 + 2 ≥ 0 

 𝑥2 + 1 2 + 1 ≥ 0 

Vilket är entydigt sant, och visar satsen. QED 

Sats 9: Om en funktion är konvex i ett intervall är den kontinuerlig i varje inre punkt av detta 

intervall. 

Bevis: Låt oss säga att intervallet är [xa,xb]. Då ska det bevisas att för varje x0: xa<x0<xb att: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥0  

Det blir enklare om man behandlar vänster- och högergränsvärdet var för sig. Vi visar vänsterfallet, 

högerfallet är helt analogt. 

Det gäller det enligt definition att för alla x∈(xa,x0) att: 

𝑓 𝑥0) − 𝑓(𝑥𝑎 

𝑥0 − 𝑥𝑎

 𝑥 − 𝑥𝑎 + 𝑓(𝑥𝑎 ) ≥ 𝑓(𝑥) 

Enligt sats 6 gäller också för dessa x att: 

𝑓 𝑥𝑏 ) − 𝑓(𝑥0 

𝑥𝑏 − 𝑥0

 𝑥 − 𝑥0 + 𝑓(𝑥0) ≤ 𝑓(𝑥) 

Observera att satsen inte är visad i denna form, men ”andemeningen” är den samma: förlängningen 

av kordan ligger under funktionsgrafen. För närmare motivering att detta är ekvivalent med sats 6 

kan man använda resonemanget på sid. 5. 

Genom att kombinera dessa olikheter får vi att: 

𝑓 𝑥𝑏 ) − 𝑓(𝑥0 

𝑥𝑏 − 𝑥0

 𝑥 − 𝑥0 + 𝑓(𝑥0) ≤ 𝑓(𝑥)  ≤
𝑓 𝑥0) − 𝑓(𝑥𝑎 

𝑥0 − 𝑥𝑎

 𝑥 − 𝑥𝑎 + 𝑓(𝑥𝑎 ) 
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Nu låter vi x→x0

- och tillämpar instängningsregeln får vi att 

𝑓(𝑥0) ≤ lim
𝑥→𝑥0

−
𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑥0  

Vilket bevisar ena fallet, och eftersom andra fallet är helt analogt, är satsen bevisad. QED. 

Det är inom många områden inom matematiken praktiskt med några enkla räkneregler. Vi ska nu 

visa några sådana för konvexa funktioner. 

Sats 10: Om två funktioner f och g är konvexa på ett intervall är följande funktioner också konvexa: 

 𝑓 + 𝑔  

 𝑘 ∙ 𝑓 , 𝑘 ∈ 𝑅+ 

max(𝑓, 𝑔) 

Bevis: Att de två första funktionerna är konvexa är mycket enkelt att bevisa. Att den första är konvex 

ser man genom att addera de två definitionsolikheterna för f och g. Att den andra är det ser man 

genom att multiplicera båda leden med den positiva konstanten k. 

Den tredje är något knivigare. Vi har att: 

𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑥2 ≥ 𝑓 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2  (1) 

𝑡𝑔 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑔 𝑥2 ≥ 𝑔 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2  (2) 

Det är dock självklart att: 

𝑡 max 𝑓 𝑥1 , 𝑔 𝑥1  ≥ 𝑡𝑓(𝑥1 ) 

(1 − 𝑡) max(𝑓(𝑥2), 𝑔(𝑥2)) ≥  1 − 𝑡 𝑓(𝑥2) 

Addition av dessa olikheter tillsammans med (1) ger att 

𝑡max(𝑓 𝑥1 , 𝑔 𝑥2 ) + (1 − 𝑡) max(𝑓 𝑥2 , 𝑔 𝑥2 ) ≥ 𝑓(𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2) 

På samma sätt får vi med hjälp av (2) att 

Fig. 6 Den geometriska tolkningen av 

olikheten ovan är att funktionsgrafen ligger 

mellan de förlängda kordorna 
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𝑡max(𝑓 𝑥1 , 𝑔 𝑥2 ) + (1 − 𝑡) max(𝑓 𝑥2 , 𝑔 𝑥2 ) ≥ 𝑔(𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2) 

Men något av högerleden i dessa två olikheter måste ju vara lika med  

max( 𝑓 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 , 𝑔 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 ) 

Vilket visar den sista delen av satsen. QED 

Kommentar: Med mycket små ändringar i bevisen får vi att om f och g är konkava så är (f+g), k*f och 

min(f,g) konkava. 

Det är alltså så att max(f,g) är konvex om f och g är konvexa. Gäller det samma för min(f,g)? Svaret är 

att det inte alltid är så, det är bara att titta på exemplet nedan. Vi ser dock att funktionen är konvex i 

delintervallen mellan de punkter där f och g är lika. Faktum är att det alltid är så. 

   

Sats 11: Antag att funktionerna f och g båda är konvexa, och lika för ett ändligt antal x (x1,x2…xn). Då 

är funktionen 

𝑕 𝑥 = min⁡(𝑓, 𝑔) 

Konvex i intervallen [a,x1+…*xi,xi+1+…*xn,b]. 

Bevis: I alla dessa intervall är antingen f<g eller f>g. Beroende på vilket är h(x) lika med antingen f 

eller g. Oavsett vilket är h konvex, då både f och g är det. QED 

Konvexa funktioner och deriverbarhet. 

Nu är det dags att tala om deriverbarhet och konvexa funktioner. Vi har faktiskt redan konstaterat att 

det finns konvexa funktioner som inte är deriverbara över allt:  𝑥  är ju inte deriverbar i x=0. Ett 

annat exempel är funktionen max(x2+1, ex) som enligt sats 9 är konvex, men inte heller deriverbar i 

punkten x=0. Det gäller dock för båda dessa funktioner att höger och vänsterderivatan existerar för 

alla punkter. Faktum är att detta gäller för alla konvexa funktioner. 

Sats 12: Antag att funktionen f är konvex på ett intervall [xa,xb]. Då gäller det att funktionen är både 

höger- och vänsterderiverbar i varje inre punkt av detta intervall. Vidare gäller det för alla inre 

punkter x i intervallet att 

Fig. 7 min(f,g) är inte konvex i hela 

intervallet, men i delintervallen 

(f och g är streckade, min(f,g) är heldragen) 
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𝑓−
′ (𝑥) ≤ 𝑓+

′ (𝑥) 

Bevis: Det som ska visas är till att börja med att följande två gränsvärden båda existerar för alla inre 

punkter x0 i intervallet: 

lim
𝑥→𝑥0

−

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
, lim
𝑥→𝑥0

+

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

Detta görs genom att titta på två följder av sekantlutningar. Vi börjar med att definiera två talföljder.  

𝑥1
− = 𝑥𝑎 ,  𝑥𝑛+1

− =
𝑥0 + 𝑥𝑛

−

2
 

𝑥1
+ = 𝑥𝑏 ,  𝑥𝑛+1

+ =
𝑥0 + 𝑥𝑛

+

2
 

Det är självklart att båda dessa talföljder konvergerar, den övre mot 𝑥0
− och den undre mot 𝑥0

+, samt 

att 𝑥𝑎 < 𝑥𝑛
− < 𝑥0 < 𝑥𝑛

+ < 𝑥𝑏  för alla n. 

Vi definierar nu de två sekantföljderna. De är alltid väldefinierade, då 𝑥0 ≠ 𝑥𝑛
−, 𝑥𝑛

+ 

𝑠𝑛
− =

𝑓 𝑥0 − 𝑓(𝑥𝑛
−)

𝑥0 − 𝑥𝑛
−  

𝑠𝑛
+ =

𝑓 𝑥0 − 𝑓(𝑥𝑛
+)

𝑥0 − 𝑥𝑛
+  

Det är klart att om man låter 𝑛 → ∞ i dessa talföljder är det ekvivalent med att låta 𝑥 → 𝑥0
− resp. 𝑥0

+ 

 

Vi visar nu att 𝑠𝑛
+ är avtagande. Enligt definition gäller det att, eftersom 𝑥𝑛+1

+ ∈ (𝑥0, 𝑥𝑛
+) 

𝑓 𝑥0) − 𝑓(𝑥𝑛
+ 

𝑥0 − 𝑥𝑛
+

 𝑥𝑛+1
+ − 𝑥0 + 𝑓(𝑥0) ≥ 𝑓(𝑥𝑛+1

+ ) 

Vilket är ekvivalent med att 

𝑓 𝑥0 − 𝑓(𝑥𝑛
+)

𝑥0 − 𝑥𝑛
+ ≥

𝑓 𝑥𝑛+1
+  − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑛+1
+ − 𝑥0

 

Eftersom (𝑥𝑛+1
+ − 𝑥0) är positivt. Alltså är 𝑠𝑛+1

+ ≤ 𝑠𝑛
+. 

Fig. 8: En funktion med 𝑠1
+ samt 𝑠1

− utritade 



16 
 

 

Nu bevisar vi att 𝑠𝑛
− är växande. Enligt sats 6, och eftersom 𝑥𝑛

− ∉ (𝑥𝑛+1
− , 𝑥0), är 

𝑓 𝑥0) − 𝑓(𝑥𝑛+1
−  

𝑥0 − 𝑥𝑛+1
−

 𝑥𝑛
− − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0 ≤ 𝑓(𝑥𝑛

−) 

Som, då (𝑥𝑛
− − 𝑥0) är negativt, ger att 

𝑓 𝑥𝑛
− − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑛
− − 𝑥0

≤
𝑓 𝑥0 − 𝑓(𝑥𝑛+1

− )

𝑥0 − 𝑥𝑛+1
−  

Alltså är 𝑠𝑛+1
− ≥ 𝑠𝑛

−. 

Härnäst visar vi att 𝑠𝑛
− ≤ 𝑠𝑛

+. Återigen tillämpar vi sats 6, och observerar att 𝑥𝑛
− ∉ (𝑥0, 𝑥𝑛

+). Detta ger 

att: 

𝑓 𝑥0) − 𝑓(𝑥𝑛
+ 

𝑥0 − 𝑥𝑛
+

 𝑥𝑛
− − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0 ≤ 𝑓(𝑥𝑛

−) 

Vilket kan transformeras till 

𝑠𝑛
− ≤ 𝑠𝑛

+ 

Då  𝑥𝑛
− − 𝑥0  är negativt. 

Efter detta finlir kan vi äntligen skriva att för alla n gäller det att 

𝑠1
− ≤ 𝑠𝑛

− ≤ 𝑠𝑛
+ ≤ 𝑠1

+ 

Vi ser att båda följderna är begränsade uppåt resp. nedåt. Detta ger oss att de båda konvergerar – 

vilket visar första delen av satsen. Av olikheten mellan de två talföljderna fås andra delen av satsen. 

QED. 

I figurerna i beviset ovan ser vi att sekanterna ligger ”alltmer under” funktionsgrafen – alltså under 

en allt större del under den. Det verkar rimligt att anta att höger- och vänstertangenterna(de kan 

sammanfalla om funktionen är deriverbar i punkten där vi drar tangenterna) ligger helt under eller på 

funktionsgrafen. Mer allmänt kan vi säga att;  

Fig. 9: 𝑠𝑛+1
+ ≤ 𝑠𝑛

+ 
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Sats 13: För varje punkt x0 i intervallet I där en funktion f är konvex existerar en linjär funktion L 

sådan att 

∀𝑥 ∈ 𝐼: 𝐿(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) 

𝐿 𝑥0 = 𝑓(𝑥0) 

Bevis: Titta på denna linjära funktion, där ξ≠x0 

𝐾𝜉  𝑥 =  
𝑓 𝜉 − 𝑓 𝑥0 

𝜉 − 𝑥0

 𝑥 − 𝑥0 + 𝑓(𝑥0) 

Följande sker när vi låter 𝜉 → 𝑥0
−, eftersom vänsterderivatan existerar: 

𝐾𝜉 → 𝑓−
′  𝑥0  𝑥 − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0 = 𝐿− 

Vidare gäller det enligt sats 6 att: 

∀𝑥 ∈ 𝐼 ∖  𝜉, 𝑥0 : 𝐾𝜉 (𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) 

Låter vi här 𝜉 → 𝑥0
− får vi att: 

∀𝑥 ∈ 𝐼 ∖ {𝑥0}: 𝐿−(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) 

Eftersom  

𝐿− 𝑥0 = 𝑓(𝑥0) 

Uppfyller denna funktion satsens villkor. På samma sätt får vi att även 

𝐿+ = 𝑓+
′  𝑥0  𝑥 − 𝑥0 + 𝑓(𝑥0) 

duger. Faktum är vi att alla funktioner på följande form duger; 

𝐿 𝑥 = 𝑘 𝑥 − 𝑥0 + 𝑓(𝑥0) 

Med k mellan högerderivatans resp. vänsterderivatans värde i x0, ty funktioner med sådana k ligger 

alltid mellan 𝐿+ och 𝐿− och därmed under en av dem och alltså under funktionsgrafen . Vi visar fallet 

när x>x0, det andra fallet är analogt. Då är (x-x0) positivt, och 

𝑓−
′  𝑥0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑓+

′  𝑥0  

𝑓−
′  𝑥0  𝑥 − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0 ≤ 𝑘 𝑥 − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0 ≤ 𝑓+

′  𝑥0  𝑥 − 𝑥0 + 𝑓(𝑥0) 
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QED. 

Nu kommer en mycket viktig sats, som ger oss ett effektivt verktyg när vi ska visa att en funktion är 

konvex; nämligen att en växande derivata är ekvivalent med en konvex funktion. Detta brukar i 

snabba framställningar av konvexa funktioner gälla som definitionen av dem – vilket ju är dumt, 

eftersom det finns icke deriverbara funktioner som har konvexa egenskaper. 

Sats 14: En deriverbar funktion är konvex om och endast om dess derivata är växande. 

Bevis: Detta bevis hittade jag i ”Analys i en variabel” av Böiers-Persson. 

 Vi börjar med att visa implikationen ”växande derivata → konvex.”  

f är en deriverbar funktion vars derivata är växande på intervallet I. Låt x1,x2 beteckna två godtyckliga 

punkter i detta intervall, och x0 en punkt strängt emellan dem. Låt vidare ξ1 och ξ2 vara två tal sådana 

att x1<ξ1<x0< ξ2<x2. Eftersom derivatan är växande gäller det att: 

𝑓′  𝜉1 ≤ 𝑓′ (𝜉2) 

x0 skrivs självfallet som tx1+(1-t)x2. Då är (x0-x1)=(1-t)(x2-x1) och (x2-x0)=t(x2-x1). Då är  

 𝑥0 − 𝑥1 =
1 − 𝑡

𝑡
 𝑥2 − 𝑥0  

Eftersom dessa är positiva kan olikheten ovan multipliceras med dessa tal. 

𝑓′  𝜉1  𝑥0 − 𝑥1 ≤ 𝑓′ (𝜉2)
1 − 𝑡

𝑡
 𝑥2 − 𝑥0  

Denna ekvation gäller för alla ξ1, ξ2 med nämnda egenskaper. Vi väljer nu dessa så de motsvarar ξ i 

Lagranges medelvärdessats. Då kan vi, efter multiplikation med t på båda sidor skriva: 

𝑡 𝑓 𝑥0 − 𝑓 𝑥1  ≤ (1 − 𝑡)(𝑓(𝑥2) − 𝑓 𝑥0 ) 

Vilket är det samma som att: 

𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥0) 

Fig 10: 𝑘 𝑥 − 𝑥0 + 𝑓 𝑥0  ligger mellan 

𝐿+ och 𝐿−  



19 
 

Alltså är funktionen konvex. 

Nu implikationen åt andra hållet. Detta bevis hittade jag i ”Analysis 2” av Stefan Hildebrandt. 

Låt f beteckna en funktion som är konvex och deriverbar i ett intervall och låt x1 och x2 beteckna två 

inre punkter i detta intervall (bara i dessa existerar ju derivatan), sådana att x1<x2. Enligt sats 13 gäller 

då följande olikheter för samtliga x tillhörande [x1,x2]: 

𝑓 𝑥 ≥ 𝑓′  𝑥1  𝑥 − 𝑥1 + 𝑓(𝑥1) 

𝑓 𝑥 ≥ 𝑓′ 𝑥2  𝑥 − 𝑥2 + 𝑓(𝑥2) 

Sätter vi nu x=x2 i den övre olikheten och x=x1 i den undre får vi efter överflyttning av 

konstanttermerna, division av den övre olikheten med (x2-x1), som är positivt, samt division av den 

undre olikheten med (x1-x2), som är negativt, att: 

𝑓′  𝑥1 ≤
𝑓 𝑥2 − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
≤ 𝑓′ (𝑥2) 

Följaktligen är f’ växande och satsen är bevisad. QED. 

Korollarium I: En funktion som är deriverbar två gånger är konvex om och endast om dess 

andraderivata är ickenegativ. Funktionens derivata är ju då och endast då växande. 

Korollarium II: En funktion f är konkav om och endast om dess andraderivata är ickepositiv. Då är 

nämligen -f konvex och följaktligen -f’’ ickenegativ, vilket är det samma som att f´´ är ickepositiv. 

Med hjälp av korollariet kan vi lätt som en plätt behandla konvexitetsegenskaperna hos xp, där p 

betecknar ett reellt tal, för alla värden på p. 

Sats 15: xp är konkav på R+ om p∈*0,1+ och konvex om p≤0 eller p≥1 

Bevis: Vi deriverar funktionen xp två gånger och undersöker uttrycket som uppkommer. 

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑝  𝑓′′  𝑥 = 𝑝(𝑝 − 1)𝑥𝑝−2 

xp-2 är positivt, då x är ett positivt tal. p(p-1) är negativt när p och (p-1) har olika tecken, alltså när 

0<p<1. När p>1 eller p<0 har p och (p-1) samma tecken, och följaktligen blir p(p-1) positivt. När p=0 

eller p=1 är p(p-1)=0. Vi har alltså, för alla x i R+: 

𝑝 ∈  0,1  𝑓′′  𝑥 ≤ 0  𝑓 konkav 

𝑝 ∈  −∞, 0 ∪  1, ∞  𝑓′′  𝑥 ≥ 0  𝑓 konvex 

Enligt sats 14. Därmed är sats 15 bevisad. QED. 

Observera att f är både konvex och konkav när p=0 eller p=1. Räknereglerna i sats 10 ger oss att alla 

funktioner på formen kx+m har denna egenskap. Intuitivt är det rimligt att anta det endast är dessa 

funktioner har det. En konvex funktion buktar uppåt, en konkav funktion buktar nedåt – en som både 

är konvex och konkav borde alltså vara en rät linje.  
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Givetvis går det att visa detta strikt – det är dessutom inte så knivigt. 

Sats 16: Antag att funktionen f är både konvex och konkav på intervallet I. Då är f(x)=kx+m för alla x i 

intervallet, för några värden på k och m. 

Bevis: Låt x1,x2∈I, x1≠x2. För alla värden på t gäller då båda dessa olikheter: 

𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2) 

𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑥2 ≤ 𝑓(𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2) 

När t∈[0,1] följer den övre olikheten av definitionen av en konvex funktion, den undre av 

definitionen av en konkav funktion. När t∉[0,1] följer de av sats 6, den övre eftersom f är konkav, den 

undre eftersom f är konvex. Det gäller alltså för alla värden på t att 

𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑥2 = 𝑓(𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2) 

Sätter vi härvid t=
𝑥−𝑥2

𝑥1−𝑥2
 , får vi att (1-t)=

𝑥1−𝑥

𝑥1−𝑥2
 och tx1+(1-t)x2=x går likheten ovan över till 

𝑓 𝑥 =
𝑥 − 𝑥2

𝑥1 − 𝑥2
𝑓 𝑥1 +

𝑥1 − 𝑥

𝑥1 − 𝑥2
𝑓 𝑥2 =

𝑓 𝑥1 − 𝑓 𝑥2 

𝑥1 − 𝑥2
𝑥 +

𝑥1𝑓 𝑥2 − 𝑥2𝑓 𝑥1 

𝑥1 − 𝑥2
 

Vilket är en linjär funktion. QED. 

Kommentar: Denna sats kan ses som en motsvarighet till att om en funktion både är växande och 

avtagande i ett intervall så är den konstant i det intervallet.  
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Tillämpningar  

Detta kapitel kommer att diskutera några tillämpningar av begreppet konvex funktion. De två första 

exemplen är bevis av olikheter, det tredje några ord om optimering och konvexa funktioner, och det 

sista är en diskussion om konvexa speglar ur ett matematiskt perspektiv. 

Eftersom man definierar konvexitet med hjälp av en olikhet är det ingen överraskning att man kan 

visa olikheter med hjälp av konvexitet. Vi inleder detta kapitel med bevis för den välkända 

olikhetskedjan för medelvärden. 

Q≥A≥G≥H 

Det vi i vanligt tal kallar för medelvärdet av ett antal tal kallas på matematikerspråk för det 

aritmetiska medelvärdet av talen. Jag förkortar det med A, och påminner om att 

𝐴 =
 𝑎𝑘

𝑛
1

𝑛
 

Är det aritmetiska medelvärdet för talen a1,a2…an. I denna uppsats intresseras vi oss bara för fallet 

när alla ak är ickenegativa. 

Det finns fler medelvärdet än det aritmetiska. Det första exemplet som vi diskuterar här är det 

kvadratiska – alltså roten ur medelvärdet av kvadraterna på talen i fråga. Vi benämner detta med 

bokstaven Q och konstaterar att: 

𝑄 =  
 𝑎𝑘

2𝑛
1

𝑛
 

Nu bevisar vi att Q≥A för alla positiva talföljder med hjälp av Jensens olikhet (sats 7.) 

Sats 17: Q≥A. Likhet gäller om och endast om alla ak är lika. 

Bevis: Eftersom x2 är strängt konvex på R+ ger Jensens olikhet att (vi sätter tk=
1

𝑛
 för alla k): 

 
𝑎𝑘

2

𝑛

𝑛

𝑘=1

≥   
𝑎𝑘

𝑛

𝑛

𝑘=1

 

2

 

Med likhet om och endast om alla ak är lika. Genom att dra roten ur båda sidor får vi olikheten. QED. 

Ytterligare ett exempel på ett medelvärde är det så kallade geometriska medelvärdet. Det får man 

genom att multiplicera ihop alla tal och sedan dra n:te roten ur. Med symboler: 

𝐺 =   𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

 

Det gäller att A≥G. Vi visar nu denna viktiga olikhet med hjälp av att ln(x) är en konkav funktion. 

Sats 18: A≥G. Likhet gäller om och endast om alla ak är lika. 
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Bevis: Idén till detta bevis såg jag först i ”Analys i en variabel” av Böiers-Persson – men jag har stött 

på den otaliga gånger därefter. 

Eftersom ln är konkav på R+ ger Jensen att: 

 
ln ak

n

n

k=1

≤ ln  
𝑎𝑘

𝑛

𝑛

𝑘=1

 

Vilket är ekvivalent med att: 

 
𝑎𝑘

𝑛

𝑛

𝑘=1

≥ 𝑒
 

ln 𝑎𝑘
𝑛

𝑛
𝑘=1 =   𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

 

QED. 

Det sista medelvärdet vi nämner här är det såkallade harmoniska medelvärdet. Det gäller att det 

inverterade värdet av det harmoniska medelvärdet är lika med medelvärdet av de inverterade 

värdena på talen. Med symboler: 

𝐻 =
𝑛

 
1
𝑎𝑘

𝑛
𝑘=1

 

Det går lätt att visa att A≥H med samma resonemang som ovan med funktionen 1/x. Det finns dock 

en strängare olikhet med H, nämligen att G≥H. Mitt bevis för detta använder inte konvexitet, men jag 

tar med det för fullständighetens skull. 

Sats 19: G≥H, med likhet om och endast om alla ak är lika. 

Bevis: A≥G för talen 
1

𝑎𝑘
 ger oss att: 

 
1
𝑎𝑘

𝑛
𝑘=1

𝑛
≥   

1

𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

 

Tar vi nu det inverterade värdet av båda sidor fås den önskade olikheten. QED. 

Sammanfattningsvis har vi alltså den fantastiska olikhetskedjan. 

𝑄 ≥ 𝐴 ≥ 𝐺 ≥ 𝐻 

(När likhet gäller kan väl läsaren räkna ut själv?) 

Cauchy-Schwartz 

Vi visar nu ytterligare en klassisk olikhet med hjälp av konvexa funktioner. 

Sats 20: (Cauchy-Schwartz olikhet) Antag att {𝑎𝑘}1
𝑛  och {𝑏𝑘}1

𝑛  är talföljder. Då gäller det att: 
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  𝑎𝑘   𝑏𝑘  

𝑛

𝑘=1

≤   𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

 𝑏𝑘
2

𝑛

𝑘=1

 

Med likhet om och endast om 
 𝑎𝑘  

 𝑏𝑘 
 är konstant. 

Bevis: Idén till detta bevis hittade jag i tidskriften ”Mathematical Excalibur”, september-november-

numret 2000. Författare till beviset är Kin-Yin-Li, Hong Kong University of Science and Technology. 

Inför följande beteckningar: 

𝐴 =  𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

 , 𝐵 =  𝑏𝑘
2

𝑛

𝑘=1

 

𝑥𝑘 =
𝑎𝑘

2

𝐴
, 𝑦𝑘 =

𝑏𝑘
2

𝐵
 

Det är då klart att  𝑥𝑘
𝑛
1 =  𝑦𝑘

𝑛
1 = 1, samt att alla xk,yk är positiva. Nu ger exponentialfunktionens 

stränga konvexitet på R att: 

𝑒
1
2

(ln 𝑥𝑘+ ln 𝑦𝑘 ) ≤
𝑒 ln 𝑥𝑘 + 𝑒ln 𝑦𝑘

2
 

Eller ekvivalent 

 𝑥𝑘𝑦𝑘 ≤
𝑥𝑘 + 𝑦𝑘

2
 

(Hit hade vi kunna komma genom att använda A≥G, men användandet av konvexa funktioner blir 

mer uppenbart när vi gör det såhär.) Summerar vi dessa olikheter får vi att 

  
𝑎𝑘

2𝑏𝑘
2

𝐴𝐵

𝑛

𝑘=1

≤  
𝑥𝑘 + 𝑦𝑘

2

𝑛

𝑘=1

= 1 

Multiplikation av båda leden med  𝐴𝐵 =   𝑎𝑘
2𝑛

𝑘=1  𝑏𝑘
2𝑛

𝑘=1  ger 

  𝑎𝑘   𝑏𝑘  

𝑛

𝑘=1

≤   𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

 𝑏𝑘
2

𝑛

𝑘=1

 

Vilket är den första delen av satsen. Beviset till den andra delen har jag kommit på själv. Denna del är 

dock relativt självklar, eftersom likhet antas vid användningen av expontentialfunktionens stränga 

konvexitet om och endast om: 

ln 𝑥𝑘 = ln 𝑦𝑘  
𝑎𝑘

2

𝐴
=

𝑏𝑘
2

𝐵
 

Eller ekvivalent: 
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 𝑎𝑘  

 𝑏𝑘  
 =  

𝐴

𝐵
 

Där högerledet är konstant för en bestämd talföljd. QED. 

Optimering 

Konvexa funktioner har en väldigt trevlig egenskap; de har på de intervall de är konvexa maximalt ett 

lokalt minimum. Detta innebär att om man hittar ett lokalt minimum, kan man direkt dra slutsatsen 

att det är det globala minimumet. Beviset för detta bygger på att alla kordor till en konvex funktion 

ligger över funktionsgrafen. 

 

Sats 21: Antag att den konvexa funktionen f är definierad på intervallet I. Då har funktionen inte mer 

än ett lokalt minimivärde på I. 

Bevis: Antag att det finns två lokala minimipunkter, och som ligger i x1 och x2. Antag vidare att 

f(x1)≥f(x2). För enkelhetens skull antar vi att x1>x2 – det andra fallet är analogt. 

Enligt definitionen för ett lokalt minimum gäller det nu för något δ att3: 

∀𝑥,  𝑥 − 𝑥1 < 𝛿: 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 𝑥1  

Vi börjar med att behandla fallet f(x1)>f(x2). Sätt då x0=x1+
𝛿 

2
. Då ligger x0 mellan x1 och x2 – alltså 

är𝑥0 = 𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2 för något t mellan 0 och 1. Enligt antagandena kan vi nu skriva att: 

𝑡𝑓 𝑥0 ≥ 𝑡𝑓(𝑥1) 

 1 − 𝑡 𝑓 𝑥0 ≥  1 − 𝑡 𝑓 𝑥1 >  1 − 𝑡 𝑓 𝑥2  

Addition av dessa likheter ger att: 

𝑓 𝑥0 > 𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑥2  

Detta är en motsägelse, då f är konvex.  

                                                             
3 Böiers Lars-Christer, Persson Arne; 1990 

Fig 11: f, som har två lokala minimum, 

är inte konvex 
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Det återstår att behandla fallet f(x1)=f(x2) . Om det existerar en punkt x0 mellan x1 och x2 sådan att 

f(x0)>f(x1) genomför vi samma resonemang som ovan för denna punkt.  

Om det inte gör det, så väljer vi en punkt x0 mellan x1 och x2 sådan att f(x0)<f(x1), om en sådan 

existerar. Då finns det enligt definitionen av minimipunkt en punkt x3 i högeromgivningen till x1 sådan 

att f(x3)≥f(x1), och då kan vi använda resonemanget ovan på punkterna x1,x3 och x0. 

Om en sådan inte existerar, är f konstant lika med f(x1) mellan x1 och x2. Då har funktionen endast ett 

minimivärde ändå (om det nu inte existerar någon punkt x4 som inte ligger mellan x1 och x2, där 

f(x4)<f(x1), alternativt det existerar punkter mellan x1 och x4 vilkas funktionsvärden är större än f(x1). I 

båda dessa fall har vi dock en situation som i det första fallet ovan. 

QED. 

 

Om f är definierad på ett slutet, begränsat intervall finns ett lika praktiskt resultat om maximum på 

detta intervall. 

Sats 22: Om en funktion f är konvex på ett slutet, begränsat intervall ligger maximum i någon av 

ändpunkterna. 

Bevis: Antag att intervallet som f är definierad på är [x1,x2]. Om maximum inte antas i någon av 

ändpunkterna existerar det en punkt ξ∈(x1,x2) sådan att f(ξ)>max(f(x1),f(x2)). Vi skriver att ξ=tx1+(1-

t)x2, och konstaterar att 

𝑡𝑓 𝜉 > 𝑡𝑓 𝑥1 ,  1 − 𝑡 𝑓 𝜉 >  1 − 𝑡 𝑓 𝑥2   

𝑓 𝜉 >  𝑡𝑓 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑥2  

Vilket är en motsägelse. Alltså antas maximum i någon av ändpunkterna. QED. 

Korollarium: Om g är konkav på ett slutet begränsat intervall ligger minimum i någon av 

ändpunkterna. Ty om g hade haft ett minimum i någon annan punkt, hade –g haft maximum i samma 

punkt. Detta är dock enligt den nyss visade satsen omöjligt (då –g är konvex.) 

Vi använder nu detta faktum för att bevisa ett intressant faktum Håkan Cegrell föreslog som lämpligt 

att visa i sin projektarbetesbeskrivning.  

Fig 11: f, som är konvex, har ett 

minimivärde – detta antas i ett helt 

intervall. 
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Sats 23: Antag att funktionen H(x,y) är definierad på rektangeln a≤x≤b,c≤y≤d. Vidare är den sådan att 

H(•,y) (funktionen som uppkommer då man håller x fast och endast låter y variera) är konkav för 

varje x och H(x,•) är konvex för varje y. Då är 

min
𝑐≤𝑦≤𝑑

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝐻 𝑥, 𝑦 ≥ max
𝑎≤𝑥≤𝑏

min
𝑐≤𝑦≤𝑑

𝐻(𝑥, 𝑦) 

 

 Bevis: För varje fast y uppkommer maximum i någon av ändpunkterna i x-led. Alltså är 

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝐻 𝑥, 𝑦 = max 𝐻 𝑎, 𝑦 , 𝐻 𝑏, 𝑦   

Högerledet i denna likhet är en funktion av y. Enligt sats 11 är den konkav i ett antal delintervall 

[c,y1+…*yn,d], där H(a,yi)=H(b,yi).  (Den kan också vara konkav i hela intervallet.) I alla dessa 

delintervall antas minimum i någon av ändpunkterna. Minimum av funktionen 

max 𝐻 𝑎, 𝑦 , 𝐻 𝑏, 𝑦   är alltså det minsta av talen 

max 𝐻 𝑎, 𝑐 , 𝐻 𝑏, 𝑐  , max 𝐻 𝑎, 𝑑 , 𝐻 𝑏, 𝑑  , 𝐻 𝑎, 𝑦1 … 𝐻(𝑎, 𝑦𝑛) 

Med precis samma resonemang kommer vi fram till att H.L i olikheten som ska visas är det största av 

dessa tal; 

min(𝐻 𝑎, 𝑐 , 𝐻 𝑎, 𝑑 ) , min(𝐻 𝑏, 𝑐 , 𝐻 𝑏, 𝑑 ), 𝐻 𝑥1, 𝑐 … 𝐻(𝑥𝑚 , 𝑐) 

Det gäller nu att visa att det minsta av de övre talen är större än det största av de mindre. Vi börjar 

med att visa detta för ”ändpunktstalen”, dvs. att 

min⁡( max 𝐻 𝑎, 𝑐 , 𝐻 𝑏, 𝑐  , max 𝐻 𝑎, 𝑑 , 𝐻 𝑏, 𝑑  )

≥  max⁡(min 𝐻 𝑎, 𝑐 , 𝐻 𝑎, 𝑑  , min(𝐻 𝑏, 𝑐 , 𝐻 𝑏, 𝑑 )) 

Detta görs enklast med falluppdelning: genom att vi utan inskränkning anta att något av talen är 

störst behöver vi endast behandla 6 fall: 

 𝐼  𝐻 𝑎, 𝑐 ≥ 𝐻 𝑎, 𝑑 ≥ 𝐻 𝑏, 𝑐 ≥ 𝐻(𝑏, 𝑑) 

 𝐼𝐼  𝐻 𝑎, 𝑐 ≥ 𝐻 𝑎, 𝑑 ≥ 𝐻 𝑏, 𝑑 ≥ 𝐻 𝑏, 𝑐  

… 

Vi genomför endast behandlingen av fall 1 – de andra görs på exakt samma sätt. I detta fall blir 

olikheten ovan ekvivalent med 

Fig. 12: En funktion H som är konvex 

med avseende på x för varje fast y 

och konkav med avseende på y för 

varje fast x.  
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min 𝐻 𝑎, 𝑐 , 𝐻 𝑎, 𝑑  ≥ max 𝐻 𝑎, 𝑑 , 𝐻 𝑏, 𝑑  ⇔  𝐻 𝑎, 𝑑 ≥ 𝐻 𝑎, 𝑑  

Vilket är sant. De andra fallen ger också olikhet åt rätt håll. 

Nu visar vi att att varje ändpunktstal i den nedre kategorin är mindre än varje icke-ändpunktstal i den 

övre. Detta är lättare. Eftersom t.ex. max 𝐻 𝑎, 𝑐 , 𝐻 𝑏, 𝑐   är maximum för funktionen H(x,c) gäller 

det för varje xi att det är större än eller lika med 𝐻(𝑥𝑖 , 𝑐).  

På samma sätt är t.ex. min(𝐻 𝑏, 𝑐 , 𝐻 𝑏, 𝑑 ) minimum för funktionen H(b,y) och därför mindre än 

𝐻(𝑏, 𝑦𝑖).  

Till sist visar vi att varje icke-ändpunktstal ur ena kategorin är större än varje tal av samma typ ur den 

andra kategorin. Detta är lätt, ty: 

𝐻 𝑎, 𝑦𝑖 ≥ 𝐻 𝑥𝑗 , 𝑦𝑖 ≥ 𝐻(𝑥𝑗 , 𝑑) 

Den första olikheten följer av att H(a,yi)=H(b,yi) är maximum av funktionen H(x,yi), den andra av att 

H(xj,d)=H(xj,c) är minimum för funktionen H(xj,y). 

QED. 

Spegeln 

De flesta möter begreppet konvexitet för första gången i samband med speglar. I detta avsnitt ska vi 

försöka visa att en spegel med de egenskaper vi tillskriver en konvex spegel verkligen måste vara 

konvex. För att kunna föra ett fruktbart resonemang börjar vi med att definiera vad en konvex spegel 

är. 

Definition: En konvex spegel reflekterar parallella strålar på ett sådant sätt att de tycks komma från 

en punkt. 

Resonemanget kommer att bygga på att strålar reflekteras i speglarna som de hade gjort i en 

tangerande infinitesimal plan spegel till den konvexa spegeln – dvs. enligt reflektionslagen. 

Vi kan utan vidare anta att spegeln beskriver en funktionskurva – om spegeln för något x-värde antar 

flera y-värden är det bara det nedersta som reflekterar ljus – se figuren nedan. Den delen av spegeln 

som inte reflekterar ljus kan vi alltså bortse ifrån – och då beskriver spegeln garanterat en 

funktionskurva. 

 

Fig 13: Ljusstrålar träffar bara en del av spegeln. 
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Det är fysikaliskt rimligt att anta att spegelns kurva är styckvis kontinuerlig. Det är däremot inte 

självklart att den är kontinuerlig i hela sin definitionsmängd. Faktum är att det existerar teoretiska 

konvexa speglar som är diskontinuerliga i vissa punkter. Innan vi ger exempel på en sådan kurva så 

visar vi att kurvan är konvex i de intervall den är kontinuerlig. 

Sats 24: De kontinuerliga bitarna av grafen som uppkommer då vi lägger en konvex spegel med den 

reflekterande sidan nedåt i ett ortonomerat koordinatsystem är en graf till en konvex funktion. 

Bevis: Vi betraktar nu en kontinuerlig bit av spegeln som antas för både negativa och positiva x-

värden, för att slippa göra separata resonemang för bitar med endast positiva respektive endast 

negativa. 

Det är fysikaliskt rimligt att anta att grafen som uppkommer är deriverbar – annars kommer det 

finnas punkter utan bestämd lutning till den tangerande spegeln. Två strålar som inkommer 

infinitesimalt nära varandra mot dessa punkter kommer alltså att reflekteras ickeinfinitesimalt olika 

riktningar. 

Beteckna spegelfunktionen med y. Beviset går ut på att visa att dennas andraderivata är positiv. Vi 

lägger spegeln så att y(0)=y’(0)=0. Vidare lägger vi spegelns fokus punkten (0,F) och kallar den för F. 

Låt även S vara skärningspunkten mellan spegeln och en stråle inkommande längs med linjen med x-

koordinaten x. 
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Fig.14: En stråle faller in mot en konvex spegel. 

Linjen X1S är ”tangentspegeln”. Vinkeln mellan dennas normal och den inkommande strålen är lika 

med ∠𝑋𝑋1𝑆. Beteckna denna vinkel med α. Eftersom Δ𝑥 = |𝑋1𝑋|, Δ𝑦 =  𝑋𝑆  för tangentspegelns 

räta linje, gäller det att 

𝑦′ = tan 𝛼 ,  𝛼 <
𝜋

2
 

Reflektionslagen tillsammans med att motstående vinklar är lika stora ger att ∠𝐹𝑆𝑋2 = 2∠𝑋𝑋1𝑆 =

2𝛼 . Då  𝐹1𝑆 = 𝑥 och |𝐹1𝐹| = 𝐹 − 𝑦, är 

cot 2𝛼 =  
𝐹 − 𝑦

𝑥
⇔ 𝛼 =

1

2
cot−1  

𝐹 − 𝑦

𝑥
 +

𝑛𝜋

2
 

Derivation av y’ och insättning av α’ ger: 

𝑦′′ =  1 + tan2 𝛼 𝛼′ = −
 1 + tan2 𝛼 

2(1 + (
𝐹 − 𝑦

𝑥 )2)

(−𝑥𝑦′ − (𝐹 − 𝑦))

𝑥2
=

1 + tan2 𝛼

2 𝑥2 +  𝐹 − 𝑦 2 
(𝑥𝑦′ +  𝐹 − 𝑦 ) 

Bråket i detta uttryck är alltid positivt. Att visa att andraderivatan är positiv är alltså ekvivalent med 

att visa att 

𝐹 − 𝑦 + 𝑥𝑦′ > 0 

Då x>0 är 0<α<
𝜋

2
. Detta eftersom att om α vore negativt någonstans när x är positivt, hade derivatans 

värde i denna punkt varit negativt. Detta hade medfört att strålen inkommande mot denna punkt 

hade reflekterats mot x-axeln, och därmed inte som om den hade kommit från en punkt på x-axeln. 

Olikheten ovan blir ekvivalent med 

𝑦′ > −
𝐹 − 𝑦

𝑥
 

Genom att substituera leden med de trigonometriska uttrycken får vi 

tan 𝛼 > − cot 2𝛼 = −
1 − tan2𝛼

2 tan 𝛼
⇔

tan2 𝛼 + 1

2 tan 𝛼
> 0  (𝐼) 

Vilket är sant, eftersom tanα>0 i detta intervall. När x<0 är istället -
𝜋

2
<α<0 (enligt samma typ av 

resonemang som ovan) och vi kommer på samma sätt som ovan fram till denna olikhet: 

tan2 𝛼 + 1

2 tan 𝛼
< 0  (𝐼𝐼) 

Som även den är sann, eftersom tanα<0 i detta intervall.  

Fallet x=0 får vi genom gränsövergång: när x går mot noll går α mot noll och därför är 

lim
𝑥→0

𝑦′′ =
1

2𝐹
> 0 

Alltså är y’’ positiv för alla värden på x, och sats 14 ger då att y är konvex. 
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QED. 

Tidigare nämndes det att det finns diskontinuerliga konvexa speglar. Vi ska nu konstruera en sådan 

spegel. Betrakta nedanstående figur. 

 

I punkten x=x0 är kurvan ovan diskontinuerlig. Strålar som inkommer i närheten av denna punkt 

kommer att reflekteras som om de kom ifrån en gemensam punkt, eftersom vänster- respektive 

högertangentspegelns lutningar är rätt avpassade, närmare bestämt är; 

𝑓− 𝑥0 = tan 𝛼1 , 𝑓+ 𝑥0 = tan 𝛼2 

cot 2𝛼𝑖 =
𝐹 − 𝑦𝑖

𝑥
 

cot 2𝛼1 − cot 2𝛼2 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥
 

Där α1 och α2 är vinklarna mellan vänster- respektive högertangentspegeln och x-axeln, y1=lim𝑥→𝑥0
− 𝑦 

och y2=lim𝑥→𝑥0
+ 𝑦. 

De strålar som inkommer i just diskontinuitetspunkten kommer teoretiskt sätt att slumpmässigt gå 

från spegeln i någon av de riktningarna som bestäms av vänster- respektive högerderivatan, och 

således se ut att komma från samma punkt som övriga strålar.  

Vilka egenskaper har denna spegel? Den mest uppenbara är att bilden man ser i den är 

diskontinuerlig, om man tittar rakt på den. För att förklara detta observerar vi att spegeln inte 

kommer att skicka ut strålar i vissa riktningar – närmare de som ligger mellan de två strålarna i figur 

14. Eftersom strålgång är reversibel, kommer inte strålar som kommer in från dessa riktningar att 

reflekteras rakt ner. Bilden kommer alltså bli diskontinuerlig. 

Hur som helst, enligt sats 9 behöver alltså inte spegelkurvan, eftersom den är diskontinuerlig, vara 

konvex på hela sin definitionsmängd. Vi har dock visat ett något svagare resultat, som även det är 

intressant.  

Fig 15: En diskontinuerlig konvex 

spegel 
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Konvexitet i flera dimensioner  

Vi har hittills endast diskuterat konvexa funktioner vars definitionsmängder är delmängder av R. Vi 

nämnde i samband med detta att det går att definiera en konvex funktion i högre dimensioner – 

alltså funktioner vars definitionsmängder är delmängder av Rn. För att kunna motivera definitionen 

måste vi dock diskutera begreppet konvexa mängder först. 

Konvexa mängder 

Definition4: En konvex mängd är en delmängd K av Rn (för något n) sådan att samtliga sträckor som 

förbinder två punkter i mängden är en delmängd av K. 

För n=2 och n=3 är definitionen lätt att förstå. Vi vet nämligen vad en sträcka är i två och tre 

dimensioner – en linje mellan två punkter. Ett exempel på en konvex mängd i planet är en triangel, i 

rummet ett klot. 

 

I högre dimensioner är det inte lika solklart. Vad är en sträcka i fem dimensioner till exempel? Vi 

måste definiera en sådan sträcka strikt. 

Definition5: Låt v1 och v2 vara två vektorer i Rn. Sträckan mellan v1 och v2 definieras som mängden 

vektorer 

𝑆𝐯𝟏 ,𝐯𝟐
=  𝐯  𝐯 = 𝑡𝐯𝟏 + (1 − 𝑡)𝐯𝟐, 𝑡 ∈ [0,1]  

Med denna strikta definition av en sträcka kan vi nu bevisa det vi intuitivt antog i avsnittets inledning; 

att en triangel (inklusive dess inre) är en konvex delmängd av R2. (Beviset för att klotet är konvext 

kommer snart.) 

Sats 25: En triangel och dess inre är en konvex delmängd av R2. 

Bevis: Lägg triangeln i ett ortonomerat koordinatsystem med hörnen i origo, (0,xa), xa>0,och (xb,yb), 

yb>0, Vi får tre fall: xb>0, xb=0 och xb<0. Vi börjar med det likhets-fallet, då detta är enklast att 

behandla. 

(1) xb=0 

Mängden av punkter som utgör triangeln och dess 

inre är då denna: 

                                                             
4
 Ledermann Walter, 1985 

5 Ledermann Walter, 1985 

Fig 16: Två mängder 

av punkter i planet. 

Den vänstra är 

konvex, den högra är 

inte det. 
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𝑀 =  (𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑎 , 0 ≤ 𝑦 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑎

 𝑥𝑎 − 𝑥   

(Dubbelolikheten för y-koordinaten innebär att den ligger mellan kateten parallell med x-axeln och 

hypotenusan.) 

Att visa att den är konvex är alltså ekvivalent med att visa att följande olikheter gäller för två punkter 

(x1,y1),(x2,y2) tillhörande M: 

0 ≤ 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 ≤ 𝑥𝑎  

0 ≤ 𝑡𝑦1 +  1 − 𝑡 𝑦2 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑏

 𝑥𝑏 − (𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 ) 

Olikheterna åt vänster är självklara. Olikheterna åt höger fås av att multiplicera olikheterna för (x1,y1) 

och (x2,y2) med t respektive (1-t) och addera. 

(2) xb>0  

Mängden för punkterna är nu: 

𝑀 =   𝑥, 𝑦  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑏 , 0 ≤ 𝑦 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑏

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  

  (𝑥, 𝑦) 𝑥𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑎 , 0 ≤ 𝑦 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  

Eftersom 
𝑦𝑏

𝑥𝑏
 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 ≥  

𝑦𝑏

𝑥𝑏−𝑥𝑎
 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  när och 

endast när 𝑥𝑏 ≤ 𝑥, kan denna mängd kan också skrivas: 

𝑀 =  (𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑎 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑇(𝑥)  

Där  

𝑇 𝑥 = min  
𝑦𝑏

𝑥𝑏

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 ,
𝑦𝑏

𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  

Vi ska som i förra fallet nu bevisa att följande gäller för två punkter (x1,y1),(x2,y2) tillhörande M: 

0 ≤ 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 ≤ 𝑥𝑎  

0 ≤ 𝑡𝑦1 +  1 − 𝑡 𝑦2 ≤ 𝑇 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2  

Liksom förut är olikheterna åt vänster självklara. X-olikheten fås på samma sätt som förut, Y-

olikheten genom att observera att T(x) enligt sats 10 och sats 15 är konkav: 

𝑡𝑦1 +  1 − 𝑡 𝑦2 ≤ 𝑡𝑇 𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑇 𝑥2 ≤  𝑇 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2  

(3) xb<0 

Nu är mängden av punkter följande: 

𝑀 =  (𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑎 , 0 ≤ 𝑦 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  
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   𝑥, 𝑦  𝑥𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 0,
𝑦𝑏

𝑥𝑏

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 ≤ 𝑦 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  

Eftersom 
𝑦𝑏

𝑥𝑏
 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 ≥ 0 när och endast när x≥0, kan mängden också skrivas 

𝑀 =  (𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑎 , 𝑇(𝑥) ≤ 𝑦 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  

Där 

𝑇 𝑥 = max  0,
𝑦𝑏

𝑥𝑏

 𝑥 − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  

Nu ska vi visa att följande gäller för två punkter (x1,y1),(x2,y2) tillhörande M: 

0 ≤ 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 ≤ 𝑥𝑎  

𝑇 𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 ≤ 𝑡𝑦1 +  1 − 𝑡 𝑦2 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑏 − 𝑥𝑎

 (𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2) − 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏  

X-olikheterna är självklara. Y-olikheten åt höger får vi genom att multiplicera olikheterna 𝑦𝑖 ≤
𝑦𝑏

𝑥𝑏
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑏  ) + 𝑦𝑏  med t respektive (1-t) och sedan addera. Slutligen får vi Y-olikheten åt vänster 

genom att observera att T är konvex enligt sats 10 och sats 15. 

QED. 

I beviset använder vi oss av konvexa funktioner. Det verkar som de konvexa mängderna har ett intimt 

samband med de konvexa funktionerna. Detta får sin förklaring när vi går in på definitionen av de 

flerdimensionella konvexa funktionerna. Först ska vi dock studera en konvex mängd av särskilt 

intresse; nämligen det konvexa höljet till en mängd vektorer. 

Definition6: Det konvexa höljet H till en mängd vektorer är den minsta konvexa mängd som innehåller 

alla dessa. Med andra ord, för alla konvexa mängder K innehållande samtliga punkter i mängden 

gäller det att 

𝐻 ⊆ 𝐾 

Om vi har en ändlig mängd vektorer är det inte svårt att ange denna mängd explicit. Vi gör det med 

hjälp av följande sats. 

Sats 26: Låt V= 𝐯𝟏, 𝐯𝟐 … 𝐯𝐧  vara en given mängd vektorer. Det konvexa höljet till denna mängd är 

mängden av alla viktade aritmetiska medelvärdena av dessa vektorer, alltså 

𝐻 =  𝐯 𝐯 =  𝑡𝑘𝐯𝐤, där 𝑡1 , 𝑡2 … 𝑡𝑛  är en n − tipel av reella tal ∈  0,1  sådan att  𝑡𝑘 = 1  

Bevis: Vi börjar med att bevisa att H är en konvex mängd. Vi gör detta genom att observera att 

sträckan mellan två godtyckliga element v1, v2 i H ser ut på följande sätt; 

                                                             
6 Kahan W, 2000 
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𝜃𝐯𝟏 +  1 − 𝜃 𝐯𝟐 = 𝜃  𝑟𝑘𝐯𝐤

𝑛

𝑘=1

+  1 − 𝜃  𝑠𝑘𝐯k

𝑛

𝑘=1

=  (𝜃𝑟𝑘 +  1 − 𝜃 𝑠𝑘)𝐯𝐤

𝑛

𝑘=1

 

Där 𝜃 ∈  0,1  och  𝑟𝑘 ,  𝑠𝑘  är två n-tiplar med ovan nämnda egenskaper. Det gäller nu att visa att 

koefficienterna framför vk i det sista högerledet tillhör [0,1], och att deras summa är 1. Detta är lätt, 

då vi påminner oss om att  𝑟𝑘  och  𝑠𝑘  har just de egenskaperna. 

0 ≤ 𝜃𝑟𝑘 +  1 − 𝜃 𝑠𝑘 ≤  𝜃 +  1 − 𝜃 = 1 

 (𝜃𝑟𝑘 +  1 − 𝜃 𝑠𝑘)

𝑛

𝑘=1

=  𝜃  𝑟𝑘

𝑛

𝑘=1

+  1 − 𝜃  𝑠𝑘

𝑛

𝑘=1

=  𝜃 +  1 − 𝜃 = 1 

H är alltså konvex. Det gäller nu att bevisa att den är den minsta konvexa mängden innehållande 

 𝐯𝟏, 𝐯𝟐 …𝐯𝐧 . Antag att mängden M innehåller samtliga vektorer. Kan den vara konvex utan att 

innehålla samtliga viktade aritmetiska medelvärden?  

För att M ska vara konvex måste den innehålla alla vektorer på sträckan mellan vektorerna v1 och v2; 

𝜃1𝐯1 +  1 − 𝜃1 𝐯2 

(där θ1∈ [0,1]) Vidare måste den innehålla alla vektorer på sträckan mellan en vektor på sträckan 

ovan och vektorn v3: 

𝜃2 𝜃1𝐯𝟏 +  1 − 𝜃1 𝐯𝟐 + (1 − 𝜃2)𝐯𝟑 

Där θ2∈ [0,1]. Fortsätter vi detta resonemang med nya tal θk ∈ [0,1] till och med vn får vi att samtliga 

dessa vektorer måste tillhöra mängden: 

𝜃𝑛−1 … 𝜃1𝐯𝟏 + 𝜃𝑛−1 … 𝜃2 1 − 𝜃1 𝐯𝟐 + 𝜃𝑛−1 … 𝜃3 1 − 𝜃2 𝐯𝟑 + ⋯ + (1 − 𝜃𝑛−1)𝐯𝐧 

Sätter vi nu 

𝑡𝑘 =  1 − 𝜃𝑘−1  𝜃𝑗

𝑛−1

𝑗 =𝑘

 

(𝜃0 = 0) 

Så gäller det att 

𝑡𝑘 ∈  0,1  

Då tk är en produkt av ickenegativa tal som är mindre än eller lika med  1. Dessutom är 

 𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

= 1 
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Vi visar detta med induktion. För n=2 är det självklart (θ1 + (1-θ1)=1). Så antar vi att det stämmer för 

alla p-tupplar av θ-tal.  Det som ska visas nu är att det stämmer även för en godtycklig (p+1)-tuppel 

av θ-tal, alltså att 

 𝜏𝑘

𝑝+1

𝑘=1

= 1 

Där τk ges av 

𝜏𝑘 =  1 − 𝜃𝑘−1  𝜃𝑗

𝑝

𝑗 =𝑘

= 𝜃𝑝 1 − 𝜃𝑘−1  𝜃𝑗

𝑝−1

𝑗 =𝑘

= 𝜃𝑝𝑡𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 

𝜏𝑝+1 = 1 − 𝜃𝑝  

Där  𝑡𝑘   är en sekvens genererad av en p-tuppel av θ. Då gäller det enligt induktionsantagandet; 

 𝜏𝑘

𝑝+1

𝑘=1

=  1 − 𝜃𝑝 + 𝜃𝑝  𝑡𝑘

𝑝

𝑘=1

= (1 − 𝜃𝑝 ) + 𝜃𝑝 = 1 

Nu ger induktion att det stämmer för alla n-tiplar för ett godtyckligt heltal n. 

Detta småplottriga induktionsbevis har hur som helst bevisat att om M ska vara konvex och innehålla 

alla vektorer i V så måste den innehålla alla aritmetiska medelvärden av vektorerna i V. H måste 

alltså vara en delmängd av M. Detta tillsammans med att H är konvex ger oss att H är det konvexa 

höljet. QED. 

Nu ska vi definiera konvexa funktioner som beror av flera variabler. 

Konvex funktion – generaliserad definition 

Låt oss först titta på de vanliga endimensionella konvexa funktionerna ett slag. Att alla kordor till 

funktionsgrafen ligger över densamma innebär att alla sträckor mellan två element i mängden av alla 

punkter liggande på eller över funktionsgrafen är delmängder av densamma– denna mängd är alltså 

konvex. Denna mängd kallas för funktionens epigraf. 

Vi definierar flervariabla konvexa funktioner på precis samma sätt – deras epigrafer är konvexa 

mängder. Denna mängd är alltså konvex för en konvex funktion f: 

𝐸𝑓 =   𝐯, 𝜇 : 𝜇 ≥ 𝑓(𝐯)  

Detta innebär att funktionens definitionsmängd måste vara en konvex mängd – annars skulle 

sträckan mellan vissa vektorer i definitionsmängden inte i sin helhet ligga i definitionsmängden. 

Sträckan mellan dessa vektorers punkter i epigrafen skulle då självklart inte heller ligga epigrafen i sin 

helhet. 
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För en konvex funktion har vi alltså att för samliga v1,v2 i en konvex delmängd av Rn att  

𝑆𝐯𝟏 ,𝐯𝟐
⊆ 𝐸𝑓  

Vi kan uttrycka detta lite bekvämare, vilket vi gör i nedanstående strikta definition. 

Definition7: Låt f vara en funktion definierad på K, där K är en konvex delmängd av Rn. Den är konvex 

om den har målmängden R och uppfyller villkoret 

∀𝐯𝟏, 𝐯𝟐 ∈ 𝐾 ∀𝑡 ∈  0,1 : 𝑡𝑓 𝐯𝟏 +  1 − 𝑡 𝑓(𝐯𝟐) ≥ 𝑓(𝑡𝐯𝟏 +  1 − 𝑡 𝐯𝟐) 

Observera att denna definitionsolikhet är i princip den samma som i specialfallet K ⊆ R. 

Innan vi tittar på konkreta exempel på flervariabla konvexa funktioner ska vi ge ett alternativt bevis 

till Jensens olikhet med hjälp av att Ef är konvex. Denna gång gör vi det så att den gäller i alla 

dimensioner (vilket det förra beviset med små förändringar också kan duga till.) Observera att detta 

bevis kan ge likhet i olikheten, men den gäller för alla konvexa, inte bara de strängt konvexa, 

funktionerna. 

Alternativt bevis till sats 7: Låt  𝐯𝟏, 𝐯𝟐 … 𝐯𝐧  vara n vektorer i f:s definitionsmängd. Titta på mängden 

 (𝐯𝐤, 𝑓(𝐯𝐤) 𝑘=1
𝑛  

Eftersom Ef är en konvex mängd innehållandes alla dessa punkter är det konvexa höljet H en 

delmängd i denna mängd. 

𝐻 ⊆ 𝐸𝑓  

 Enligt definition och sats 26 innebär detta att det för samtliga n-tiplar av reella tal t1, t2…tn, sådana 

att deras summa är 1 att: 

 𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝐯𝐤, 𝑓 𝐯𝐤 ) ∈    𝐯, 𝜇 : 𝜇 ≥ 𝑓(𝐯)  

Detta betyder att: 

                                                             
7 Ledermann Walter, 1985 

(1) 

Fig. 17: f är inte konvex. De två 

sträckorna är  

(1) Sträckan mellan v1 och v2 i 

funktionens icke-konvexa 

definitionsmängd. 

(2) Sträckan mellan punkterna 

(v1,f(v1)) och (v2,f(v2)) 

(2) 
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 𝑡𝑘𝑓(𝐯𝑘)

𝑛

𝑘=1

≥ 𝑓   𝑡𝑘𝐯𝐤

𝑛

𝑘=1

  

QED. 

Nu ett konkret exempel på en flervariabel konvex funktion. 

Sats 27: 𝑓 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 =   𝑥𝑘
2𝑛

𝑘=1  är konvex på Rn. 

Bevis: Låt va=(x1a,x2a,…,xna) och vb=(x1b,x2b,…xnb ) vara två vektorer i Rn. Det som ska visas är att 

𝑡  𝑥𝑘𝑎
2

𝑛

𝑘=1
+  1 − 𝑡   𝑥𝑘𝑏

2
𝑛

𝑘=1
≥   (𝑡𝑥𝑘𝑎

+(1 − 𝑡)𝑥𝑘𝑏
)2

𝑛

𝑘=1
 

För godtyckliga va och vb. Vi kvadrerar: 

𝑡2  𝑥𝑘𝑎
2

𝑛

𝑘=1
+ 2𝑡 1 − 𝑡   𝑥𝑘𝑎

2
𝑛

𝑘=1
  𝑥𝑘𝑏

2
𝑛

𝑘=1
+  1 − 𝑡 2  𝑥𝑘𝑏

2
𝑛

𝑘=1

≥  𝑡2𝑥𝑘𝑎

2
𝑛

𝑘=1
+ 2𝑡 1 − 𝑡 𝑥𝑘𝑎𝑥𝑘𝑏 +  1 − 𝑡 2𝑥𝑘𝑏

2

⇔   𝑥𝑘𝑎
2

𝑛

𝑘=1
  𝑥𝑘𝑏

2
𝑛

𝑘=1
≥  𝑥𝑘𝑎𝑥𝑘𝑏

𝑛

𝑘=1
 

 

Där den sista olikheten fås ur Cauchy-Schwartz (sats 20). 

QED. 

Med hjälp av detta resultat kan vi nu bevisa att klotet är konvext. 

Sats 28: Ett klot och dess inre är en konvex delmängd av R3. 

Bevis: Ett klot med radien R och dess inre beskrivs av följande mängd: 

𝐵 =  (𝑥, 𝑦, 𝑧)  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅  

Det som ska visas är alltså att följande gäller för två punkter (x1,y1,z1) och (x2,y2,z2) tillhörande B: 

  𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 2 + (𝑡𝑦1 + (1 − 𝑡)𝑦2)2 + (𝑡𝑧1 + (1 − 𝑡)𝑧2)2 ≤ 𝑅 

Eftersom   𝑥𝑘
23

𝑘=1  är konvex på R3 gäller det dock att 

  𝑡𝑥1 +  1 − 𝑡 𝑥2 2 + (𝑡𝑦1 + (1 − 𝑡)𝑦2)2 + (𝑡𝑧1 + (1 − 𝑡)𝑧2)2

≤ 𝑡 𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 +  1 − 𝑡  𝑥2

2 + 𝑦2
2 + 𝑧2

2 ≤ 𝑡𝑅 +  1 − 𝑡 𝑅 = 𝑅 

QED. 
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I sats 23 fick vi bekanta oss med en funktion som är konvex för alla fasta y och konkav för alla fasta x. 

Den är, inte helt oväntat, inte konvex på R2. Ty välj två vektorer med samma x-koordinat – dessa två 

uppfyller ju inte olikheten som krävs, eftersom funktionen är konkav med avseende på y för detta x. 

Om vi väljer en funktion som är konvex (på R) för alla fasta y och för alla fasta x då, är den konvex på 

R2? Svaret är att den inte nödvändigtvis det – ett exempel är f(x,y)=xy. Att den är konvex med 

avseende på y om vi håller x fast och vice versa ges av sats 15. Att den inte är konvex på R2 ges inte 

av den - men det inte allt för knivigt att bevisa. 

Sats 29: f(x,y)=xy är inte konvex på R2. 

Bevis: Det som ska visas är att det existerar två vektorer v1 och v2 så att 

𝑡𝑓 𝐯𝟏 +  1 − 𝑡 𝑓 𝐯𝟐 < 𝑓(𝑡𝐯𝟏 +  1 − 𝑡 𝐯𝟐) 

För något t i [0,1]. Om vi väljer v1=(1,-1), v2=(-1,1) och t=1/2 är detta fixat, ty då är tv1+(1-t)v2=(0,0) 

och ovanstående likhet blir ekvivalent med att 

−1 =
𝑓 1, −1 + 𝑓(−1,1)

2
< 𝑓 0,0 = 0 

Vilket är sant. QED. 

Vi kan alltså inte dra slutsatsen att f är konvex på en delmängd av Rn utifrån det att den är konvex 

med avseende på varje variabel när vi håller de andra fasta. Omvändningen är dock sann – vi har till 

och med följande strängare resultat. 

Sats 30: Antag att funktionen H(x1,x2,x3…xn) är konvex på en delmängd av Rn. Då är alla funktionerna 

H(•,x2…xn)…H(x1,x2…xn-1,•) konvexa på sina respektive definitionsdelmängder av Rn-1. 

Bevis: Vi genomför endast beviset för funktionen H(•,x2…xn). De andra funktionernas konvexitet 

bevisas helt analogt. 

Vi har enligt definition att 

𝑡𝐻 𝑥1𝑎
, 𝑥2𝑎

… 𝑥𝑛𝑎
 +  1 − 𝑡 𝐻 𝑥1𝑏

, 𝑥2𝑏
… 𝑥𝑛𝑏

 ≥ 𝐻(𝑡𝑥1𝑎
+  1 − 𝑡 𝑥1𝑏

, … 𝑡𝑥𝑛𝑎
+  1 − 𝑡 𝑥𝑛𝑏

) 

För alla x1 osv. Sätter vi nu helt enkelt 𝑥1𝑎
= 𝑥1𝑏

= 𝑥0 får vi att funktionen H(x0,x2…xn) (där alltså x0 är 

fast) uppfyller samma olikhet och således är konvex. QED. 

Med detta bevis avslutas uppsatsen. Jag hoppas att läsaren har haft stort nöje i att läsa den.  
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APPENDIX 1  

Vi bevisar här olikheten lna<(a-1), om a≠1, som användes i beviset till sats 4. Vi behandlar fallen a>1 

och a<1 separat. 

(a>1) Enligt Lagranges medelvärdessats är  

ln 𝑎 = ln 𝑎 − ln 1 =
1

𝜉
(𝑎 − 1) 

För något ξ mellan a och 1. Eftersom 
1

𝜉
 är mindre än 1 för dessa ξ, är det högra ledet i likheten ovan 

mindre än (a-1). 

(a<1) Samma resonemang som ovan får oss till  

− ln 𝑎 =
1

𝜉
(1 − 𝑎) 

För något ξ mellan a och 1. Eftersom 
1

𝜉
 är större än 1 för dessa ξ, är högerledet ovan större än (1-a). 

Division med -1 ger oss olikheten. 
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APPENDIX 2  

Vi visar här en sats som är grunden till en alternativ definition av konvexa funktioner som vissa 

böcker använder i sina framställningar; nämligen att funktionen uppfyller ”vår” definitionsolikhet 

med t=
1

2
 och att den är kontinuerlig. Det vi ska visa är att denna definition är ekvivalent med vår 

definition. 

Antag alltså att f är kontinuerlig och uppfyller kravet 

𝑓 𝑥𝑎 + 𝑓 𝑥𝑏 

2
≥ 𝑓  

𝑥𝑎 + 𝑥𝑏

2
   

För godtyckliga xa och xb i f:s definitionsmängd. Självklart uppfyller den också ”olikheterna”: 

0 ∗ 𝑓 𝑥𝑎 + 1 ∗ 𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓 𝑥𝑏 , 1 ∗ 𝑓 𝑥𝑎 + 0 ∗ 𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓 𝑥𝑎  

Låt nu t vara ett givet tal i (0,1). Om t är lika med 0, 
1

2
 eller 1 är vi klara. Annars sätter vi λ1=

1

2
. Då gäller 

det att: 

 𝑡 − 𝜆1 <
1

2
 

Dessutom gäller följande tre olikheter för f: 

 𝜆1 −
1

2
 𝑓 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆1 −

1

2
  𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓   𝜆1 −

1

2
 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆1 −

1

2
  𝑥𝑏  

 𝜆1
 𝑓 𝑥𝑎 + ( 1 −  𝜆1

 ) 𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓 𝜆1𝑥𝑎 +  1 − 𝜆1 𝑥𝑏  

 𝜆1 +
1

2
 𝑓 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆1 +

1

2
  𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓   𝜆1 +

1

2
 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆1 +

1

2
  𝑥𝑏  

Om 𝜆1 −
1

2
< 𝑡 < 𝜆1 adderar vi den översta olikheten med den i mitten och dividerar de två 

resulterande leden med två, för att få: 

 𝜆1 −
1

4
 𝑓 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆1 −

1

4
  𝑓 𝑥𝑏 

≥

𝑓   𝜆1 −
1
2
 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆1 −

1
2
  𝑥𝑏 + 𝑓 𝜆1𝑥𝑎 +  1 − 𝜆1 𝑥𝑏 

2

≥  𝑓   𝜆1 −
1

4
 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆1 −

1

4
  𝑥𝑏  

Där den sista olikheten följer av förutsättningarna. Sätter vi nu 𝜆2 = 𝜆1 −
1

4
 gäller det att 

𝜆2 < 𝑡 < 𝜆2 −
1

22
  𝑡 − 𝜆2 <

1

22
 

Dessutom har vi att: 
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 𝜆2 −
1

22
 𝑓 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆2 −

1

22
  𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓   𝜆2 −

1

22
 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆2 −

1

22
  𝑥𝑏  

 𝜆2
 𝑓 𝑥𝑎 + ( 1 −  𝜆2

 ) 𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓 𝜆2𝑥𝑎 +  1 − 𝜆2 𝑥𝑏  

 𝜆2 +
1

22
 𝑓 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆2 +

1

22
  𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓   𝜆2 +

1

22
 𝑥𝑎 +  1 −  𝜆2 +

1

22
  𝑥𝑏  

Där vi har fått den undre och den övre olikheten ur den undre resp. den mellersta av de liknande 

olikheterna ovan. 

Om istället 𝜆1 < 𝑡 < 𝜆1 +
1

2
 adderar vi den understa olikheten med den i mitten, delar med två och 

genomför ett liknande resonemang för att få att samma olikheter gäller om 𝜆2 = 𝜆1 +
1

4
. 

Upprepar vi nu detta resonemang ett godtyckligt antal gånger får vi att det för varje positivt heltal k 

existerar ett λk sådant att: 

 𝑡 − 𝜆𝑘  <
1

2𝑘
 

 𝜆𝑘
 𝑓 𝑥𝑎 + ( 1 −  𝜆𝑘

 ) 𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓 𝜆𝑘𝑥𝑎 +  1 − 𝜆𝑘 𝑥𝑏  

Genom att låta k gå mot oändligheten får vi att, eftersom f är kontinuerlig; 

lim
𝑘→∞

𝜆𝑘 = 𝑡 

 𝑡 𝑓 𝑥𝑎  + ( 1 −  𝑡 ) 𝑓 𝑥𝑏 ≥ 𝑓 𝑡𝑥𝑎 +  1 − 𝑡 𝑥𝑏  

 

 

 

 

 

 


