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Sammanfattning

Denna uppsats behandlar begreppet konvexa funktioner utifran ett matematiskt perspektiv.
Tyngdpunkten ligger pa envariabla funktioner, men i det fjarde och sista kapitlet definieras dven en
flervariabel konvex funktion.

Forutom bevis pa att vissa funktioner ar konvexa och vissa allmanna satser om konvexa funktioner i
de tva forsta kapitlen, sa tillampas dven begreppet i det tredje. Dar bevisas nagra viktiga olikheter,
nagra egenskaper i optimeringssammanhang hos konvexa funktioner diskuteras och ett bevis
framlaggs pa att de speglar vi kallar konvexa faktiskt inte behover vara konvexa i matematisk mening.

Abstract

This paper discusses the concept convex functions from a mathematical perspective. The main part
of it will be about functions of one variable, but in the fourth and last chapter convex functions of
several variables are also defined.

Apart from proofs that certain functions are convex and some general theorems about convex
functions in the two first chapters, the concept is also applied in the third chapter. There some
important inequalities are proved, some characteristics of the convex functions regarding optimizing
are discussed and a proof is also constructed for mirrors that we call convex do not necessarily have
to be convex mathematically speaking.

Zusammenfassung

Dieser Aufsatz behandelt den Begriff konvexe Funktionen aus mathematischer Hinsicht. Der
Schwerpunkt liegt bei Funktionen mit einer Variabel, aber im vierten und letzten Kapitel werden auch
konvexe Funktionen mit mehreren Variablen definiert.

Zusatzlich zu Beweisen, dass gewisse Funktionen konvex sind und einigen allgemeinen Theoremen
Uber konvexe Funktionen in den ersten zwei Kapiteln, wird den Begriff auch im dritten Kapitel
angewandt. In diesem Kapitel werden einige wichtige Ungleichungen bewiesen, einige Eigenschaften
der konvexen Funktionen in der Optimierung diskutiert und es wird bewiesen, dass die Spiegel, die
wir konvex nennen, nicht mathematisch gesehen konvex sein missen.
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Inledning

Forsta gangen jag sag definitionen for en konvex funktion (olikhetsvarianten, inte korda-varianten)
blev jag mycket skramd. Liksom vid mitt foérsta mote med epsilon-delta-definitionen av ett
gransvarde blev jag forvirrad, och nu ocksa minst sagt tveksam till hur man ska hantera hogerledet i
olikheten.

Sen borjade jag leka lite med den, och lasa lite i “Analys i en variabel” om konvexa funktioner, och
insag att den kanske inte &r sa kranglig som den ser ut. Denna fascination fér hur en sa skenbart
kranglig definition kan tas ner sa snabbt, i kombination med mitt stora intresse for matematisk
analys, gjorde att mitt val for projektarbete foll pa just konvexa funktioner.

Arbetet kretsar i mangt och mycket kring I6sandet av de problem som finns i projektarbetesforslaget
jag har utgatt ifran. ("Konvexa funktioner” av Urban Cegrell, Umea Universitet, hdmtad fran
http://www.mittag-leffler.se/publications/specialarbeten/ den 28 augusti 2009) Vissa av satserna ar
bevisade i mer generaliserade former dn vad Cegrells har féreslagit (t.ex. sats 26 som endast skulle
visas i fallet n=2.) Darutéver kommer jag att bevisa nagra ytterligare satser, vissa for de ar
anvandbara(t.ex. sats 6) och vissa bara for de ar roliga (t.ex. sats 16).

Mitt arbete ar uppdelat i fyra kapitel. | det forsta definieras vad det innebar att en funktion ar
konvex. Jag bevisar ocksa att nagra konkreta funktioner ar konvexa endast med hjalp av definitionen.
| det andra kapitlet bevisar jag nagra satser om konvexa funktioner i allmanhet. Det tredje kapitlet tar
upp tilldmpningar av konvexitetsbegreppet — bevis av olikheter, optimering samt konvexa speglar.
Behandlingen av konvexa speglar ar en uppgift jag sjalv lagt till — detta for att de flestas forsta mote
med ordet "konvex” ar i samband med speglar. | det fjarde och avslutande kapitlet gar jag 6ver fran
att endast behandla funktioner R->R till att behandla det mer allmanna fallet R">R efter en kort
behandling av begreppet konvexa mangder.

Slutligen hoppas jag att lasaren kommer att fa lika stort néje med att ldsa mitt arbete som det var for
mig att gora det. Speciellt hoppas jag att lasaren upptacker att en konvex funktion &r langt mycket
mer &n en funktion vars andraderivata ar positiv. Och inte blir trott pa godtyckliga t tillhérande
intervallet (0,1).

Axel Flinth (datum)



Definitioner och exempel

Vad innebar det egentligen att en funktion ar konvex? Informellt kan man siaga att en konvex
funktions graf “buktar uppat” i ett ortonomerat koordinatsystem. Denna “definition” &r sjalvklart inte
tillracklig for att kunna gora strikta matematiska resonemang.

Det ar endast funktioner med vardemangder som ar delmangder av R som kan vara konvexa.
Definitionsmangden kan dock vara delméngder av R" fér alla n. Vi viantar med att definiera detta och
nojer oss i detta avsnitt att titta pa funktioner vars definitionsmangder ar delmangder av R.

Definition': En funktion f ar konvex i ett intervall | om varje korda till dess graf i detta intervall ligger
over eller pa den senare. Detta ar ekvivalent med att:

Vxi,x, €1VEE (0,1):tf () + (1 —t)f(x2) = f(txs + (1 —t)xy)

fx2) = f(xy)
2 X1

X

(x —x2) + f(x2) = f ()

Vx,x,x €ELxy <x<Xxy:

Observera att (0,1) ar det 6ppna intervallet mellan 0 och 1. Om olikheterna ovan ar stranga sager
man att funktionen ar strangt konvex. Detta innebér att alla kordor ligger ovanfor, och inte p3,
grafen.

20

Fig.1: En konvex funktion med en

00.0 T DTS T 110 T 1?5 T 2.‘0 T 2?5 T 310 korda Utrltad

For att 6vertyga sig om att de tva definitionsolikheterna ar ekvivalenta observerar man ett
godtyckligt x mellan x; och x, kan skrivas tx;+(1-t)x,, dar t tillhor (0,1). Om man ersatter x med detta
uttryck i den undre olikheten far man efter en enkel algebraisk omskrivning den évre. Om man
istallet satter tx,+(1-t)x,=x i den undre samt |6ser ut t ur denna olikhet och satter in det, far man efter
lite algebra den undre.

Av de tva olikheterna anvdander man framférallt den 6vre for att bevisa att en funktion ar konvex. Jag
visar nu ett antal exempel hur detta kan goéras. (Fran och med nu ligger allati (0,1), om inget annat
sags.)

! Cegrell Urban, 1989



Sats 1: |x|ar konvex pa R

Bevis: Enligt triangelolikheten ar [tx;| + [(1 — t)x,| = |tx; + (1 — t)x;| for alla x4, x, € R vilket &r
detsamma som att |x| r konvex pa R. QED

Observera att det inte géller strang olikhet, |x| dr alltsd endast konvex pa R. Ett exempel pé en
funktion som ar strangt konvex &r x°

Sats 2: x? &r strangt konvex pa R.

Bevis: Det som ska bevisas ar att tx;2 + (1 — t)x,2 > (tx; + (1 — t)x,)? for alla x3,x; i R. Detta ar
dock ekvivalent med

txy? + (1 — )% > t22,2 + 2t (1 — gy +(1 — £)%x,”
t(1—6)(x% = 2x1x5 —x,2) >0
(x; —x,)%> >0
Vilket ar entydigt sant nar x;#x,. QED.

Att x° &r konvex kan generaliseras till att x, p € Z,, ar konvex pa R.. (N&r vi har fler verktyg kan vi visa
att detta galler for alla reella p>1.)

Sats 3:x”, p 2 € Z, ar strangt konvex pa R,
Bevis: Vi genomfor beviset med induktion.

(i) xP &r strangt konvex pa R,, ndr p=2. Detta bevisade vi nyss (Faktum &r den &r konvex dven for p=1.
Beviset for detta ar mycket enkelt och lamnas till |dsaren.)

(ii) Vi antar att x” &r konvex for p=n, vilket ar ekvivalent med att det for alla x;, x; € R;
txy™ + (1 — )" > (txg + (1 — t)xp)"

Vi multiplicerar olikheten ovan med (tx;+(1-t)x,), som &r positivt da x; och x, ar positiva. Vi far alltsa
att:

(tx™ + (1 = Ox™) (tx; + (1 = )xy) > (tx; + (1 — xy)" !

Om vi kan bevisa att txl""1+(1—t)x2n+1 ar storre an eller lika med V.Li olikheten ovan &r
induktionssteget visat. Vi bildar alltsd detta uttryck — V.L. och forsoker visa att detta &r mer &n eller
lika med 0.

tx;" T+ (1 — ), — (t2x1n+1 +t(1 =) x"™ +xy™x,) + (1 — t)2x2"+1)

=t(1 =) 0" —x2" = "2 + ") = t(1 =) — x) (" —x") 2 0
Den sista olikheten féljer av att (x;-x,) har samma tecken som (x1"-x,").

(iii) Induktion ger att pastaendet ar sant for alla p 22 € Z,. QED.



Ett klassiskt exempel pa en konvex funktion ar exponentialfunktionen. Faktum &r att alla
exponentialfunktioner ar strangt konvexa pa R.

Sats 4: Om a>0, az1 dr a* strangt konvex pa R. Om a=1 ir den konvex.

Bevis: Vi konstaterar forst att fallet a=1 &r trivialt. a* blir da identiskt lika med ett, och sjalvklart
konvex. Vi tittar nu pa de andra fallen. Det som ska bevisas ar att for alla xq, x; € R:

ta* + (1 — t)a*z > atx1+-tx2)
Genom att dela bada leden med H.L. (som &r positivt) far vi den ekvivalenta olikheten;
ta(1-G1—x2) 4 1- t)af(xz—xl) >1

a(x1—xz)(ta(1—t) + U_:t)) >1
a

Om x;>x, 4r a®17%2) > 1 och olikheten ovan sann omm

£6) = tat-0 4 L9
at

Ar stérre an eller lika med 1 fér alla O<t<1. Om istéllet x;<x, ska det samma istéllet gélla for f(1 — t)
vilket det sjalvklart gér om det gor det for f(t). For att visa detta anvands differentialkalkyl.

, 1 1—-1t)l
f@= a(l_t)—tlnaal_t—;—%=a‘t(a—talna—l—(l—t)lna)

= a*(t(lna—alna) +a—1—-1Ina)
a—1-lna 1 ,a-1-lna

Vilken &r lika med noll dd ochendastda t = ———— = —
alna—Ina Ina a—1

). For alla vérden pa a ligger

detta mellan 0 och 1; det &r positivt eftersom bade taljare och ndmnare ar mer an noll; dels for att
Ina och (a-1) har samma tecken, dels for att Ina<(a-1) — ett bevis for det senare finns i appendix 1. Att
t<1 &r mindre dn 1 inses genom att dessa olikheter &r ekvivalenta da Ina(a-1) &r positivt:

1 a—1-Ina

— ——<1oa-1-lna<ha(a-1)oa-1<alhae -1<Ilna(a—1)
Ina a—1

Foljande teckenvaxlingsschema uppkommer:

1 a—1-Ina

t (0) — (—) (1)

Ina a—1

f + o i

f
1 / max \ 1




Vilket bevisar att f(t)>1 for alla varden pa t mellan 0 och 1, vilket i sin tur bevisar satsen. QED

08—
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0.4

0.2+

n‘uuu 01 02 03 04 o5 o8 o7 08 09 10 Flg. 2: f(t) ritad for a=10

Arlog, x konvex pa R,? Genom att titta pa dess graf, ser vi att den inte &r det. Daremot ser det ut
som att alla kordor ligger under funktionsgrafen. Nar detta ar sant for en funktion kallas den konkav.
Definitionen for att en funktion ar konkav pa ett intervall fas alltsa genom att vanda pa ”definitions-
olikheten”, eller att observera att detta ar ekvivalent med att:

Definition’: En funktion f ar konkav pa ett intervall | om -f &r konvex dér.
En funktion f kallas strangt konkav om -f ar strangt konvex.
Vi visar nu att log, x ar stréngt konkav pa R, om a>1, och stréangt konvex om a<1
Sats 5: Om a>1, sa ar log,, x &r strangt konkav pa R,. Om 0<a<1 s3 ar den istallet strangt konvex.
Bevis: Eftersom a* ar strangt konvex pa R (for alla positiva a), giller det for alla xq, x; € R,:
talo8a¥1 4 (1 _ t)alOga X2 > gtloga x1 +(1-t)log, x»
Vi logaritmerar bada leden. Om a>1 ar log, x ar, bibehalls olikheten.
log, (tx; + (1 — t)xy) > tlog, x1 + (1 — t)log, x,

Vilket innebar att log, xar strangt konkav pa R.. Om 0O<a<1 &r istallet log, x avtagande, och
olikheten vands.

log, (tx; + (1 — t)x;) < tlog, x1 + (1 —t) log, x;

Vilket innebar att log, x da ar stréangt konvex. QED.

> Cegrell Urban, 1989



Grundlaggande teorem

| detta kapitel ar det dags att bevisa nagra viktiga pastaenden om konvexa funktioner i allmanhet. Vi
borjar med en liten sats som jag kommer att anvanda senare.

Sats 6: Om en funktion f 4r konvex pa ett intervall | galler det att
Vxy,xo,tx; + (1 —t)x, €IVt € (0,1):tf(x) + (A —t)f(xp) < ftxg + (1 —t)xy)

Bevis: Vi utgar fran definitionen av att f ar konvex, alltsa att for alla x4, x, tillhérande | och alla ® €
(0,1) &r

0f (x1) + (1 —0)f (x2) = f(x3)

6
———x1. Observera att x,

Dirx;=0x;+(1—-0)x; (1 —0)xy; =x3 — 0x; & x3 = (1__9)3(3 -5

tillhor I. Pa samma satt far vi av olikheten ovan att
1 0

flx1) < f(x2)

1 -6
(1-6)" (1-6)
beroende pa vilken av konstanterna vi har valt ar t antingen stérre an ett eller mindre &n noll. Vi far
att:

Vi satter nu nagon av konstanterna till t. D3 ar den andra konstanten lika med (1-t), och

tf(x) + (A —t)f(x3) < f(tx; + (1 = t)x3)
Satsen ar alltsa bevisad. QED.

Den geometriska tolkningen av satsen ovan ar att férlangningen av varje korda till funktionen ligger
under funktionsgrafen, sa lange den ligger i intervallet dar funktionen ar konvex.

Fig.3: En konvex funktion med en
forlangd korda utritad.

En mycket viktig olikhet for konvexa funktioner som flitigt anvands i tillampningar — inte minst i
matematiktavlingsuppgifter — ar den sa kallade Jensens olikhet. Vi presenterar och bevisar den nu.

Sats 7: (Jensens olikhet) Antag att f &r strangt konvex pa intervallet I. Da géller for alla x1,%,...x, € | och
alla n-tiplar t,t,...t,€ (0,1)sddana att t;+t,...t,=1 att:



n

> tf ) Zf(i )
k=1

k=1
Med likhet om och endast om alla x ar lika.
Bevis: Om alla x ar lika géller sjalvklart likhet — da ar likheten ekvivalent med f(x)=f(x).
Vi bevisar nu att strang olikhet galler om inte alla x ar lika.
(1) For n=2 ar det sjalvklart, det &ar definitionen av en strangt konvex funktion.

(2) Viantar att olikheten ar sant for n=p, dvs. att for p stycken tal Ay, sddana att O<A.<1 (1<k<p), samt
att;

p
Z}Lk =1
k=1

galler det for for p stycken tal x, (dar alltsa inte alla x, ar lika) tillhérande |, att;

14 14
z Aef () > f z Ak X
k=1 =1

Vi multiplicerar nu bada leden med en konstant 0<6<1, och far

14 14
Y 00 f) > 6F( Y dn
k=1 k=1

Om vi nu definierar en ny foljd tal med p+1 stycken tal a, genom att satta t;, = 02, fér 1<k<p och
sattat, 1 =1 — ZLI a, = 1 — 0 uppfyller denna talféljd satsens villkor (detta inses latt). Om vi till

bada leden i ovanstaende ekvation adderar tp+1f(xp+1) (ddr x;, 41 tillhor 1) far vi att:

ptl1 p
D tf G > 0F | ) A |+ (1= 0)f (xp11)
k=1 k=1

Hogerledet i denna olikhet &r dock enligt definitionen av en strangt konvex funktion stoérre an:

p p+1
f Z Ohix + (1= xpyy | = f Z e Xy
k=1 k=1

Vilket bevisar induktionssteget.
(3) Induktion ger nu att strang olikhet galler for alla n.

Satsen ar bevisad. QED

10



Korollarium: Om f ar konkav blir olikheten omvand (olikheten ovan géller for funktionen —f,
multiplicera med -1.)

Jensens olikhet innebar att man fér en konvex funktion kan ”plocka ut” en summa ur en funktion,
vilket ofta ar valdigt praktiskt — detta kommer vi se i nasta kapitel, dar vi bevisar flera viktiga olikheter
med hjalp av Jensen.

Vad galler for en konvex funktion och kontinuitet? Genom att titta pa figuren nedan inser vi att
kontinuitet i andpunkterna pa det intervall dar f &r konvex inte ar nddvandigt — det gar inte att dra
nagra kordor som ligger under funktionsgrafen. Dock verkar det rimligt att den ar kontinuerligi alla
andra punkter — se fig. 5.

°
Fig. 4: En funktion som ar diskontinuerlig i sina
andpunkter men trots detta konvex.
. Fig.5: En funktion som ar diskontinuerligi en
] inre punkt, och ej konvex. Observera att den
'] utritade kordan delvis ligger under kurvan.

Vi bevisar nu att det verkligen &r sa.
Sats 8: Det existerar funktioner som ar diskontinuerliga i sina andpunkter med trots detta konvexa.

Bevis: Det racker att ange en sadan funktion. Vi gor det.

f@={X *271 p =11

Det ar klart att f ar diskontinuerlig i x=-1, da

im0 =1 % f(-1)

11



Vi har redan visat att x> ar konvex pa R och darfér sjalvklart ocksa konvex pa (-1,1]. Det enda som
maste visas ar alltsa att definitionsolikheten galler for x;=-1 och x,€(-1,1]. Beviset liknar beviset for
att x* ar konvex (sats 2.)

tf(D+ A -0f(x2) = fE(-1) + (1 - )x2)
2t + (1 —t)xd = ((1 — )x, — t)?
26+ (1—t)x2 > (1 —t)%x% = 2t(1 — t)x, + t2
t(1—t)(x3 +x,+2) =0
(x, +1D?+1>0
Vilket ar entydigt sant, och visar satsen. QED

Sats 9: Om en funktion ar konvex i ett intervall ar den kontinuerlig i varje inre punkt av detta
intervall.

Bevis: Lat oss sdga att intervallet ar [x,,x,]. Da ska det bevisas att for varje Xo: X,<Xo<Xp att:
lim f(x) = f(xq)
X=X

Det blir enklare om man behandlar vanster- och hogergransvardet var for sig. Vi visar vansterfallet,
hogerfallet ar helt analogt.

Det géller det enligt definition att for alla xE(x,,%o) att:

f(x0) — f(xa)

X0 — Xg

(x —x0) + f(xa) = f(x)

Enligt sats 6 galler ocksa for dessa x att:

f(xp) = f(x0)

Xp — Xo

(x —x0) + f(x0) = f(x)

Observera att satsen inte ar visad i denna form, men “andemeningen” ar den samma: férlangningen
av kordan ligger under funktionsgrafen. For narmare motivering att detta ar ekvivalent med sats 6
kan man anvanda resonemanget pa sid. 5.

Genom att kombinera dessa olikheter far vi att:

PO ZFO0) ()b ) = o < LB )

Xp — Xo X0 a

(X - xa) + f(xa)

12



Fig. 6 Den geometriska tolkningen av
olikheten ovan ar att funktionsgrafen ligger
mellan de forlangda kordorna

Nu I3ter vi x>X, och tillampar instangningsregeln far vi att

fxo) < lim £() < f(xo)
—Xp
Vilket bevisar ena fallet, och eftersom andra fallet ar helt analogt, ar satsen bevisad. QED.

Det ar inom manga omraden inom matematiken praktiskt med nagra enkla rakneregler. Vi ska nu
visa nagra sadana for konvexa funktioner.

Sats 10: Om tva funktioner f och g ar konvexa pa ett intervall ar féljande funktioner ocksa konvexa:
f+9)
k-f,k€R,
max(f, g)

Bevis: Att de tva forsta funktionerna ar konvexa ar mycket enkelt att bevisa. Att den forsta ar konvex
ser man genom att addera de tva definitionsolikheterna for f och g. Att den andra &r det ser man
genom att multiplicera bada leden med den positiva konstanten k.

Den tredje r ndgot knivigare. Vi har att:

tf () + (A= 0Of (x2) = ftxg + (1 —xz) (1)

tg(x) + (1 —1t)g(x2) = g(txy + (1 — )xz) (2)
Det &r dock sjalvklart att:

tmax(f (x1), g(x1)) 2 tf (x1)
(1 — ) max(f (x2), g (x2)) = (1 — O)f (x2)
Addition av dessa olikheter tillsammans med (1) ger att
tmax(f (x1), g(x2)) + (1 — t) max(f (x2), g(x2)) = f(tx1 + (1 — 6)xz)

Pa samma satt far vi med hjalp av (2) att

13



tmax(f (x1), g(x2)) + (1 — ©) max(f (x2), g(x2)) = g(tx1 + (1 — t)x2)
Men nagot av hogerleden i dessa tva olikheter maste ju vara lika med
max( f(tx; + (1 = t)xz), g(txy + (1 = t)x3))
Vilket visar den sista delen av satsen. QED

Kommentar: Med mycket sma dndringar i bevisen far vi att om f och g ar konkava sa ar (f+g), k*f och
min(f,g) konkava.

Det ar alltsa sa att max(f,g) ar konvex om f och g ar konvexa. Géller det samma for min(f,g)? Svaret ar
att det inte alltid &r sa, det ar bara att titta pa exemplet nedan. Vi ser dock att funktionen ar konvex i
delintervallen mellan de punkter dar f och g ar lika. Faktum &r att det alltid &r sa.

Fig. 7 min(f,g) ar inte konvex i hela
intervallet, men i delintervallen

(f och g ar streckade, min(f,g) ar heldragen)

Sats 11: Antag att funktionerna f och g bada ar konvexa, och lika for ett andligt antal x (x4,X,...X,). Da
ar funktionen

h(x) = minif, g)
Konvex i intervallen [a,x4]...[X;,Xis1]...[Xn,b].

Bevis: | alla dessa intervall &r antingen f<g eller f>g. Beroende pa vilket ar h(x) lika med antingen f
eller g. Oavsett vilket &r h konvex, da bade f och g ar det. QED

Konvexa funktioner och deriverbarhet.

Nu ar det dags att tala om deriverbarhet och konvexa funktioner. Vi har faktiskt redan konstaterat att
det finns konvexa funktioner som inte &r deriverbara 6ver allt: |x| &r ju inte deriverbar i x=0. Ett
annat exempel ar funktionen max(x’+1, e*) som enligt sats 9 ar konvex, men inte heller deriverbar i
punkten x=0. Det géller dock for badda dessa funktioner att héger och vansterderivatan existerar for
alla punkter. Faktum &r att detta galler for alla konvexa funktioner.

Sats 12: Antag att funktionen f r konvex pa ett intervall [x,,x,]. Da géller det att funktionen ar bade
hoger- och vansterderiverbar i varje inre punkt av detta intervall. Vidare géller det for alla inre
punkter x i intervallet att
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f~(x0) < fi(x)
Bevis: Det som ska visas ar till att borja med att foljande tva gransvarden bada existerar for alla inre
punkter xq i intervallet:

I fO) = f(x) .. fx)— f(x)
im , lim
x-x X — Xg x-xg X — X

Detta gbrs genom att titta pa tva foljder av sekantlutningar. Vi bérjar med att definiera tva talféljder.

_ _ Xo + Xn
X1 = Xg» Xp41 = 2

+

+ " _ X0 + Xn
X1 = Xp, Xp41 = 2

Det &r sjalvklart att bada dessa talféljder konvergerar, den évre mot x; och den undre mot x{, samt
att x, < x;, < xo < x;7 < x;, forallan.

Vi definierar nu de tva sekantféljderna. De &r alltid véldefinierade, da xo # x;,, x,7

__ fG) — £

n

Xo — X,
o fGo) = £
T xg—xt

Det &r klart att om man later n — o i dessa talféljder dr det ekvivalent med att lata x — x resp. xg

Fig. 8: En funktion med si" samt s utritade

Vivisar nu att s; 4r avtagande. Enligt definition géller det att, eftersom x,7,; € (xg, ;)

fxo) = f(xa)
+

X — X Xt —x0) + f(x0) = flxhi)

Vilket ar ekvivalent med att

f(xo) = f(xd) > f(xr-:—+1) — f(x0)

+ = +
Xg — Xp xn+1—x0

Eftersom (x;',, — xo) &r positivt. Alltsd &r s, ; < s;f.
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Fig. 9:s5,,; < st

Nu bevisar vi att s, dr vixande. Enligt sats 6, och eftersom x,; & (x,,,1, %), ar

f(x0) = f(Xn41)

X0 — Xp+1

(7 —x0) + f(x0) < f(xz)

Som, da (x,, — xp) ar negativt, ger att

fO) = fxo) _ fCxo) = f(xnta)

Xn — X0 Xo = Xn41

Alltsd ar s, 1 = s,.

Harnast visar vi att s, < s;F. Aterigen tillampar vi sats 6, och observerar att x;; & (x, x;7). Detta ger
att:

f(xo) — f ()

Xo — Xyt

(7 —x0) + f(xp) < f(xz)

Vilket kan transformeras till

Da (x;; — xp) ar negativt.

Efter detta finlir kan vi dntligen skriva att for alla n galler det att

Vi ser att bada foljderna ar begréansade uppat resp. nedat. Detta ger oss att de bada konvergerar —
vilket visar forsta delen av satsen. Av olikheten mellan de tva talféljderna fas andra delen av satsen.
QED.

| figurerna i beviset ovan ser vi att sekanterna ligger ”“alltmer under” funktionsgrafen — alltsa under
en allt storre del under den. Det verkar rimligt att anta att hoger- och vanstertangenterna(de kan
sammanfalla om funktionen ar deriverbar i punkten dar vi drar tangenterna) ligger helt under eller pa
funktionsgrafen. Mer allmént kan vi sdga att;
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Sats 13: FOr varje punkt xq i intervallet | dar en funktion f ar konvex existerar en linjar funktion L
sadan att

Vx €l:L(x) < f(x)
L(xo) = f(xo)
Bevis: Titta pa denna linjara funktion, dar &zx,

— X

Kg x) = g

(x —x0) + f(x0)

0

Foljande sker nar vi later £ — x, eftersom vénsterderivatan existerar:
Ky - f2 () (x — x9) + f(x9) = L

Vidare géller det enligt sats 6 att:

vx €1\ (€, x0): K¢ (x) < f(x)
Later vi har & - x, farvi att:

Vx €I\ {xo}: L_(x) < f(x)
Eftersom
L_(x0) = f(xo)

Uppfyller denna funktion satsens villkor. P4 samma satt far vi att dven

Ly = fr(xo)(x — x0) + £ (x0)
duger. Faktum &r vi att alla funktioner pa foljande form duger;

L(x) = k(x —x0) + f (x0)

Med k mellan hégerderivatans resp. vansterderivatans varde i x,, ty funktioner med sddana k ligger
alltid mellan L, och L_ och ddrmed under en av dem och alltsa under funktionsgrafen . Vi visar fallet
nar x>X,, det andra fallet ar analogt. D3 ar (x-x,) positivt, och

fL (o) < k < £ (x0)
Fr(xo) (x — x0) + f(xg) < k(x — x0) + f(xg) < firlxo)(x —x0) + f(x0)
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] Fig 10: k(x — x) + f (xp) ligger mellan
. LyochL_

QED.

Nu kommer en mycket viktig sats, som ger oss ett effektivt verktyg nar vi ska visa att en funktion ar
konvex; namligen att en vaxande derivata ar ekvivalent med en konvex funktion. Detta brukar i
snabba framstallningar av konvexa funktioner gélla som definitionen av dem — vilket ju ar dumt,
eftersom det finns icke deriverbara funktioner som har konvexa egenskaper.

Sats 14: En deriverbar funktion ar konvex om och endast om dess derivata ar vaxande.
Bevis: Detta bevis hittade jag i “Analys i en variabel” av Boiers-Persson.
Vi borjar med att visa implikationen “vaxande derivata - konvex.”

f ar en deriverbar funktion vars derivata ar viaxande pa intervallet |. Lat x,,x, beteckna tva godtyckliga
punkter i detta intervall, och xo en punkt strangt emellan dem. Lat vidare &, och ¢, vara tva tal sadana
att x;<€1<xo< &,<x,. Eftersom derivatan ar vdaxande galler det att:

fE)<f (&)

Xo skrivs sjalvfallet som tx,+(1-t)x,. D@ ar (Xo-X1)=(1-t)(X2-X1) och (Xz-Xg)=t(x,-x1). Da ar

1-t
t

(xg —x1) = (o — x0)

Eftersom dessa ar positiva kan olikheten ovan multipliceras med dessa tal.

1

f Do —x1) < f (&)

; (2 — xp)

Denna ekvation géller for alla €, £, med ndmnda egenskaper. Vi véljer nu dessa sa de motsvarar € i
Lagranges medelvardessats. Da kan vi, efter multiplikation med t pa bada sidor skriva:

t(f (o) — F(x1)) < (1 — O(F () — f(x0))

Vilket 4r det samma som att:

tf (x) + (1 =) f(x2) = f(x0)
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Alltsa ar funktionen konvex.
Nu implikationen at andra hallet. Detta bevis hittade jag i “Analysis 2” av Stefan Hildebrandt.

Lat f beteckna en funktion som &r konvex och deriverbar i ett intervall och 1at x; och x, beteckna tva
inre punkter i detta intervall (bara i dessa existerar ju derivatan), sddana att x;<x,. Enligt sats 13 géller
da foljande olikheter for samtliga x tillhdrande [x1,x]:

FOO) = f () —x1) + £ (1)
FOO) = f () — x2) + f(x2)

Satter vi nu x=x, i den 6vre olikheten och x=x; i den undre far vi efter dverflyttning av
konstanttermerna, division av den 6vre olikheten med (x;-x;), som ar positivt, samt division av den
undre olikheten med (x;-x;), som ar negativt, att:

o <EBEIE) g

Foljaktligen ar f’ vaxande och satsen ar bevisad. QED.

Korollarium I: En funktion som ar deriverbar tva ganger ar konvex om och endast om dess
andraderivata ar ickenegativ. Funktionens derivata ar ju da och endast da vaxande.

Korollarium II: En funktion f ar konkav om och endast om dess andraderivata ar ickepositiv. Da ar
namligen -f konvex och féljaktligen -f”” ickenegativ, vilket ar det samma som att f** ar ickepositiv.

Med hjalp av korollariet kan vi l4tt som en pldtt behandla konvexitetsegenskaperna hos x°, dar p
betecknar ett reellt tal, for alla varden pa p.

Sats 15: x” &r konkav pa R, om p€[0,1] och konvex om p<0 eller p>1
Bevis: Vi deriverar funktionen x” tva gdnger och undersdker uttrycket som uppkommer.

fG) =27 = f () =p(p— DxP

x"2 4r positivt, da x ar ett positivt tal. p(p-1) &r negativt nar p och (p-1) har olika tecken, alltsd nar
0<p<1. Nar p>1 eller p<0 har p och (p-1) samma tecken, och féljaktligen blir p(p-1) positivt. Nar p=0
eller p=1 &r p(p-1)=0. Vi har allts3, for alla x i R,:

p€[0,1] = f" (x) < 0= f konkav
p € (—,0] U [1,00) = " (x) = 0= f konvex

Enligt sats 14. Darmed ar sats 15 bevisad. QED.

Observera att f ar bade konvex och konkav nar p=0 eller p=1. Rdknereglerna i sats 10 ger oss att alla
funktioner pa formen kx+m har denna egenskap. Intuitivt ar det rimligt att anta det endast ar dessa
funktioner har det. En konvex funktion buktar uppat, en konkav funktion buktar nedat — en som bade
ar konvex och konkav borde alltsa vara en rat linje.
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Givetvis gar det att visa detta strikt — det dr dessutom inte sa knivigt.

Sats 16: Antag att funktionen f &r bade konvex och konkav pa intervallet I. Da ar f(x)=kx+m for alla x i
intervallet, for nagra varden pa k och m.

Bevis: Lat x1,%:€l, x1#x,. FOr alla varden pa t géller da bada dessa olikheter:
tf () + (1= Of (x2) = f(txs + (1 = Oxz)
tf () + (L= 6)f(x2) < f(txy + (1 —)xy)

Nar te[0,1] foljer den 6vre olikheten av definitionen av en konvex funktion, den undre av
definitionen av en konkav funktion. Nar t&[0,1] foljer de av sats 6, den Ovre eftersom f ar konkav, den
undre eftersom f ar konvex. Det géller alltsa for alla varden pa t att

tf (1) + (1 —=t)f(xz) = f(tx; + (1 —t)xy)

1—X

Satter vi harvid t=% , far vi att (1-t)= och tx;+(1-t)x,=x gar likheten ovan over till
1=42

x
X1—X2

X1

f) = f(x) x1f(x2) — x2f (1)
X+

X1 — X2 X1 — X2

fx) =

T2 f) + o f(ay) =
1 X2

X1 — X3y X1 —
Vilket ar en linjar funktion. QED.

Kommentar: Denna sats kan ses som en motsvarighet till att om en funktion bade ar viaxande och
avtagande i ett intervall sa ar den konstant i det intervallet.
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Tillampningar

Detta kapitel kommer att diskutera nagra tillampningar av begreppet konvex funktion. De tva forsta
exemplen ar bevis av olikheter, det tredje nagra ord om optimering och konvexa funktioner, och det
sista ar en diskussion om konvexa speglar ur ett matematiskt perspektiv.

Eftersom man definierar konvexitet med hjalp av en olikhet ar det ingen 6verraskning att man kan
visa olikheter med hjalp av konvexitet. Vi inleder detta kapitel med bevis for den vadlkdanda
olikhetskedjan for medelvarden.

Q>A>G=H

Det vi i vanligt tal kallar for medelvardet av ett antal tal kallas pa matematikersprak fér det
aritmetiska medelvéardet av talen. Jag forkortar det med A, och paminner om att

n
1 Ak
A=

n

Ar det aritmetiska medelvirdet for talen ay,a;...a,. | denna uppsats intresseras vi oss bara for fallet
nar alla a, ar ickenegativa.

Det finns fler medelvardet én det aritmetiska. Det forsta exemplet som vi diskuterar har ar det
kvadratiska — alltsa roten ur medelvardet av kvadraterna pa talen i fraga. Vi bendmner detta med
bokstaven Q och konstaterar att:

Nu bevisar vi att QA for alla positiva talféljder med hjalp av Jensens olikhet (sats 7.)

Sats 17: Q=A. Likhet géller om och endast om alla a ar lika.

Bevis: Eftersom x° &r strangt konvex pa R, ger Jensens olikhet att (vi satter ti=— for alla k):

2= (2%)

k=1

2

Med likhet om och endast om alla a, ar lika. Genom att dra roten ur bada sidor far vi olikheten. QED.

Ytterligare ett exempel pa ett medelvarde ar det sa kallade geometriska medelvardet. Det far man
genom att multiplicera ihop alla tal och sedan dra n:te roten ur. Med symboler:

Det géller att A>G. Vi visar nu denna viktiga olikhet med hjalp av att In(x) dr en konkav funktion.

Sats 18: A>G. Likhet galler om och endast om alla ay ar lika.
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Bevis: Idén till detta bevis sag jag forst i “Analys i en variabel” av Boiers-Persson — men jag har stott
pa den otaliga ganger déarefter.

Eftersom In &r konkav pa R, ger Jensen att:

n 1 n
nag ay
Inay y, §

n n
k=1 k=1

Vilket ar ekvivalent med att:

QED.

Det sista medelvardet vi namner har ar det sakallade harmoniska medelvardet. Det géller att det
inverterade vardet av det harmoniska medelvardet ar lika med medelvardet av de inverterade
vardena pa talen. Med symboler:

n
n 1
k=1g,

Det gar |4tt att visa att A>H med samma resonemang som ovan med funktionen 1/x. Det finns dock
en strangare olikhet med H, namligen att G=H. Mitt bevis for detta anvander inte konvexitet, men jag
tar med det for fullstandighetens skull.

Sats 19: G=H, med likhet om och endast om alla a ar lika.

. . 1
Bevis: A>G for talen —ger oss att:
k

Tar vi nu det inverterade vardet av bada sidor fas den dnskade olikheten. QED.

Sammanfattningsvis har vi alltsa den fantastiska olikhetskedjan.
Q=2A=G=H

(Nar likhet géller kan val lasaren rakna ut sjalv?)

Cauchy-Schwartz

Vi visar nu ytterligare en klassisk olikhet med hjalp av konvexa funktioner.

Sats 20: (Cauchy-Schwartz olikhet) Antag att {a; }1 och {b,}] &r talfoljder. Da galler det att:
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k=1

Med likhet om och endast om % ar konstant.
k

Bevis: Idén till detta bevis hittade jag i tidskriften “Mathematical Excalibur”, september-november-
numret 2000. Forfattare till beviset ar Kin-Yin-Li, Hong Kong University of Science and Technology.

Infor foljande beteckningar:

n n
A=Za,§ ,B=Zb,§
k=1 k=1

al b}

X =7:Yk = B

=~

Det ar da klart att )T x;, = 21y, = 1, samt att alla x,,y ar positiva. Nu ger exponentialfunktionens
stranga konvexitet pa R att:

eln Xk 4 eln Vi

1
ei(ln Xp+Inyyg) < :

Eller ekvivalent

X + Yk

<
Xk = 2

(Hit hade vi kunna komma genom att anvdanda A>G, men anvandandet av konvexa funktioner blir
mer uppenbart nar vi gor det sahar.) Summerar vi dessa olikheter far vi att

212 n +

aj k<§:xk Yk
< =1

AB L 2

Multiplikation av bada leden med VAB = \/Z}é=1 aZ¥r_ b ger

Vilket &r den forsta delen av satsen. Beviset till den andra delen har jag kommit pa sjalv. Denna del ar
dock relativt sjalvklar, eftersom likhet antas vid anvandningen av expontentialfunktionens stranga

konvexitet om och endast om:
a; _ by
In X, = In Vi = 7

Eller ekvivalent:
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la,|  |A

bl B
Dar hogerledet ar konstant for en bestamd talfoljd. QED.

Optimering

Konvexa funktioner har en valdigt trevlig egenskap; de har pa de intervall de ar konvexa maximalt ett
lokalt minimum. Detta innebar att om man hittar ett lokalt minimum, kan man direkt dra slutsatsen
att det &r det globala minimumet. Beviset for detta bygger pa att alla kordor till en konvex funktion
ligger dver funktionsgrafen.

a0+
35
30
25+

20

Fig 11: f, som har tva lokala minimum,
ar inte konvex

Sats 21: Antag att den konvexa funktionen f ar definierad pa intervallet I. Da har funktionen inte mer
an ett lokalt minimivarde pa I.

Bevis: Antag att det finns tva lokala minimipunkter, och som ligger i x; och x,. Antag vidare att
f(x1)=f(x;). For enkelhetens skull antar vi att x;>x, — det andra fallet ar analogt.

Enligt definitionen for ett lokalt minimum galler det nu for nagot 6 att®:

vx, |x — x| <6 f(x) = fxq)

Vi borjar med att behandla fallet f(x;)>f(x,). Satt da xo=x;+ %. Da ligger xo mellan x; och x, — alltsa

arxy = txg; + (1 — t)x, for nagot t mellan 0 och 1. Enligt antagandena kan vi nu skriva att:
tf (xo) = tf (x1)
(1 =t)f(x0) =2 (A = 6)f (x1) > (1 = O)f (x2)
Addition av dessa likheter ger att:
flxg) > tf(xy) + (1 —0)f (x2)

Detta dr en motsagelse, da f ar konvex.

® Boiers Lars-Christer, Persson Arne; 1990
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Det aterstar att behandla fallet f(x;)=f(x,) . Om det existerar en punkt x, mellan x; och x, sddan att
f(xo)>f(x1) genomfor vi samma resonemang som ovan for denna punkt.

Om det inte gor det, sa valjer vi en punkt xo mellan x; och x, sddan att f(x,)<f(x;), om en sadan
existerar. Da finns det enligt definitionen av minimipunkt en punkt xs i hdgeromgivningen till x; sddan
att f(x3)=f(x1), och da kan vi anvdanda resonemanget ovan pa punkterna x1,x; och x.

Om en sadan inte existerar, ar f konstant lika med f(x;) mellan x; och x,. Da har funktionen endast ett
minimivarde dnda (om det nu inte existerar nagon punkt x, som inte ligger mellan x; och x,, dar
f(x4)<f(x1), alternativt det existerar punkter mellan x; och x, vilkas funktionsvarden ar stérre an f(x). |
bada dessa fall har vi dock en situation som i det forsta fallet ovan.

QED.

35
3.0
25+

20

007 Fig 11: f, som ar konvex, har ett

05

minimivarde — detta antas i ett helt
intervall.

Om f &r definierad pa ett slutet, begransat intervall finns ett lika praktiskt resultat om maximum pa
detta intervall.

Sats 22: Om en funktion f &r konvex pa ett slutet, begransat intervall ligger maximum i nagon av
andpunkterna.

Bevis: Antag att intervallet som f &r definierad pa ar [x1,X;]. Om maximum inte antas i nagon av
andpunkterna existerar det en punkt £€(x1,x;) sadan att f(€)>max(f(x1),f(x,)). Vi skriver att E=tx,+(1-
t)x,, och konstaterar att

tf () > tf(x), A - 0f () > A -0Of (x2) =
fQ > tf(x) + (1 —0)f(x)
Vilket &r en motséagelse. Alltsd antas maximum i nagon av andpunkterna. QED.

Korollarium: Om g ar konkav pa ett slutet begransat intervall ligger minimum i ndgon av
andpunkterna. Ty om g hade haft ett minimum i ndgon annan punkt, hade —g haft maximum i samma
punkt. Detta ar dock enligt den nyss visade satsen omojligt (da —g ar konvex.)

Vi anvander nu detta faktum for att bevisa ett intressant faktum Hakan Cegrell féreslog som lampligt
att visa i sin projektarbetesbeskrivning.
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Sats 23: Antag att funktionen H(x,y) ar definierad pa rektangeln a<x<b,c<y<d. Vidare ar den sadan att
H(e,y) (funktionen som uppkommer da man haller x fast och endast later y variera) ar konkav for
varje x och H(x,®) ar konvex for varje y. Da ar

min max H(x,y) = max min H(x,
c<y<d a<x<b ( y) a<x<b c<y<d ( J/')

Fig. 12: En funktion H som ar konvex
med avseende pa x for varje fasty

och konkav med avseende pa y for

varje fast x.

Bevis: For varje fast y uppkommer maximum i ndgon av andpunkterna i x-led. Alltsa ar
H ’ = H ) IH bl
max H(x,y) = max(H(a,y),H(b,y))

Hogerledet i denna likhet ar en funktion av y. Enligt sats 11 ar den konkav i ett antal delintervall
[c,y1]...[yn,d], dar H(a,yi)=H(b,y:). (Den kan ocksa vara konkav i hela intervallet.) | alla dessa
delintervall antas minimum i ndgon av dndpunkterna. Minimum av funktionen

max(H(a, y),H(b,y)) ar alltsd det minsta av talen

max(H(a, c),H(b,¢)), max(H(a,d),H(b,d)),H(a,y1) ... H(a, )

Med precis samma resonemang kommer vi fram till att H.L i olikheten som ska visas ar det storsta av
dessa tal;

min(H(a,c),H(a,d)),min(H(b,c), H(b,d)), H(x1,¢) ... H(xp, C)

Det géller nu att visa att det minsta av de 6vre talen ar storre dn det storsta av de mindre. Vi borjar
med att visa detta for “andpunktstalen”, dvs. att

mini?@maX(H(a, c),H(b, c)) , maX(H(a, d),H(b, d)))
> maxi?@nin(H(a, ¢),H(a, d)) ,min(H (b, c), H(b,d)))

Detta gors enklast med falluppdelning: genom att vi utan inskréankning anta att nagot av talen ar
storst behover vi endast behandla 6 fall:

(D H(a,c) = H(a,d) = H(b,c) = H(b,d)

(IND H(a,c) = H(a,d) = H(b,d) = H(b,¢)

Vi genomfor endast behandlingen av fall 1 — de andra gors pa exakt samma satt. | detta fall blir
olikheten ovan ekvivalent med
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min(H(a, ¢),H(a, d)) > max(H(a, d),H(b, d)) S H(a,d) = H(a,d)

Vilket ar sant. De andra fallen ger ocksa olikhet at ratt hall.

Nu visar vi att att varje andpunktstal i den nedre kategorin ar mindre an varje icke-andpunktstal i den
dvre. Detta dr |attare. Eftersom t.ex. max(H(a, c),H(b, c)) ar maximum fér funktionen H(x,c) galler
det for varje x; att det ar storre an eller lika med H (x;, ¢).

Pa samma satt &r t.ex. min(H (b, ¢), H(b, d)) minimum fér funktionen H(b,y) och darfér mindre &n
H(D,y:).

Till sist visar vi att varje icke-andpunktstal ur ena kategorin ar storre an varje tal av samma typ ur den
andra kategorin. Detta ar latt, ty:

H(a,y;) = H(x;,y;) = H(x;, d)

Den forsta olikheten féljer av att H(a,y;)=H(b,y;) &r maximum av funktionen H(x,y;), den andra av att
H(x;,d)=H(x;,c) ar minimum fér funktionen H(x;y).

QED.

Spegeln

De flesta moter begreppet konvexitet for forsta gangen i samband med speglar. | detta avsnitt ska vi
forsoka visa att en spegel med de egenskaper vi tillskriver en konvex spegel verkligen maste vara
konvex. For att kunna fora ett fruktbart resonemang borjar vi med att definiera vad en konvex spegel
ar.

Definition: En konvex spegel reflekterar parallella stralar pa ett sadant satt att de tycks komma fran
en punkt.

Resonemanget kommer att bygga pa att stralar reflekteras i speglarna som de hade gjortien
tangerande infinitesimal plan spegel till den konvexa spegeln — dvs. enligt reflektionslagen.

Vi kan utan vidare anta att spegeln beskriver en funktionskurva — om spegeln for nagot x-varde antar
flera y-varden ar det bara det nedersta som reflekterar ljus — se figuren nedan. Den delen av spegeln
som inte reflekterar ljus kan vi alltsa bortse ifran — och da beskriver spegeln garanterat en
funktionskurva.

]

AN

i
/[ il {\ \ ) Fig 13: Ljusstralar traffar bara en del av spegeln.
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Det ar fysikaliskt rimligt att anta att spegelns kurva ar styckvis kontinuerlig. Det ar daremot inte
sjalvklart att den ar kontinuerlig i hela sin definitionsmangd. Faktum ar att det existerar teoretiska
konvexa speglar som ar diskontinuerliga i vissa punkter. Innan vi ger exempel pa en sadan kurva sa
visar vi att kurvan ar konvex i de intervall den ar kontinuerlig.

Sats 24: De kontinuerliga bitarna av grafen som uppkommer da vi lagger en konvex spegel med den
reflekterande sidan nedat i ett ortonomerat koordinatsystem ar en graf till en konvex funktion.

Bevis: Vi betraktar nu en kontinuerlig bit av spegeln som antas fér bade negativa och positiva x-
varden, for att slippa gora separata resonemang for bitar med endast positiva respektive endast
negativa.

Det ar fysikaliskt rimligt att anta att grafen som uppkommer ar deriverbar —annars kommer det
finnas punkter utan bestamd lutning till den tangerande spegeln. Tva stralar som inkommer
infinitesimalt ndra varandra mot dessa punkter kommer alltsa att reflekteras ickeinfinitesimalt olika
riktningar.

Beteckna spegelfunktionen med y. Beviset gar ut pa att visa att dennas andraderivata ar positiv. Vi
lagger spegeln sa att y(0)=y’(0)=0. Vidare lagger vi spegelns fokus punkten (0,F) och kallar den for F.
Lat dven S vara skarningspunkten mellan spegeln och en strale inkommande langs med linjen med x-
koordinaten x.

<

B ittt

-2

28



Fig.14: En strale faller in mot en konvex spegel.

Linjen X;S ar "tangentspegeln”. Vinkeln mellan dennas normal och den inkommande stralen ar lika
med 2XX;S. Beteckna denna vinkel med a. Eftersom Ax = | X1 X|, Ay = |XS| fér tangentspegelns
rata linje, galler det att

s

y =tana,lal < >

Reflektionslagen tillsammans med att motstaende vinklar ar lika stora ger att £ZFSX, = 2£XX,S =
2a .D3 |F,S| = xoch |[FiF|=F — vy, ar

cot 2a = ?@ a= %cot_1 (F;y) + nz_n

Derivation av y’ och insattning av o’ ger:

= (14 tant ) = — 1+ t;m2 a) (—xy — 2(F —y) _ 1+ tan? a oy + (F— )
2(1+ (—H?) x 2(x? + (F = y)»)

Braket i detta uttryck ar alltid positivt. Att visa att andraderivatan ar positiv ar alltsa ekvivalent med
att visa att

F—y+xy >0

Da x>0 ar 0<a<%. Detta eftersom att om a vore negativt nagonstans nar x ar positivt, hade derivatans

varde i denna punkt varit negativt. Detta hade medfort att stralen inkommande mot denna punkt
hade reflekterats mot x-axeln, och darmed inte som om den hade kommit fran en punkt pa x-axeln.
Olikheten ovan blir ekvivalent med

F—y

’ > _
y X

Genom att substituera leden med de trigonometriska uttrycken far vi

1—tan?a tan‘a+1
tana > —cot2a = — = >0 (D)
2tana 2tana

Vilket ar sant, eftersom tana>0 i detta intervall. Nar x<0 ar istallet —%<a<0 (enligt samma typ av

resonemang som ovan) och vi kommer pa samma satt som ovan fram till denna olikhet:

tana + 1

<0 (I
2tana ()
Som &ven den &r sann, eftersom tana<0 i detta intervall.

Fallet x=0 far vi genom gransovergang: nar x gar mot noll gar a mot noll och darfor ar

. " 1
imy =35>0

Alltsa ar y” positiv for alla varden pa x, och sats 14 ger da att y ar konvex.
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QED.

Tidigare namndes det att det finns diskontinuerliga konvexa speglar. Vi ska nu konstruera en sadan
spegel. Betrakta nedanstaende figur.

= Fig 15: En diskontinuerlig konvex
spegel

| punkten x=x, ar kurvan ovan diskontinuerlig. Stralar som inkommer i ndrheten av denna punkt
kommer att reflekteras som om de kom ifran en gemensam punkt, eftersom vanster- respektive
hogertangentspegelns lutningar ar ratt avpassade, narmare bestamt ar;

f(xp) =tanay, ft(xg) = tana,

F —v.
cot 2q; =Tyl

cot2a; — cot2a, = %

Dér a; och a, dr vinklarna mellan vanster- respektive hégertangentspegeln och x-axeln, y;=lim,_,, - y
ochy,=lim, _,, +y.

De stralar som inkommer i just diskontinuitetspunkten kommer teoretiskt satt att slumpmassigt ga
fran spegeln i ndgon av de riktningarna som bestams av vanster- respektive hégerderivatan, och
saledes se ut att komma fran samma punkt som o6vriga stralar.

Vilka egenskaper har denna spegel? Den mest uppenbara ar att bilden man ser i den ar
diskontinuerlig, om man tittar rakt pa den. For att forklara detta observerar vi att spegeln inte
kommer att skicka ut stralar i vissa riktningar — narmare de som ligger mellan de tva stralarna i figur
14. Eftersom stralgang ar reversibel, kommer inte stralar som kommer in fran dessa riktningar att
reflekteras rakt ner. Bilden kommer alltsa bli diskontinuerlig.

Hur som helst, enligt sats 9 behover alltsa inte spegelkurvan, eftersom den ar diskontinuerlig, vara
konvex pa hela sin definitionsmangd. Vi har dock visat ett nagot svagare resultat, som dven det ar
intressant.
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Konvexitet i flera dimensioner

Vi har hittills endast diskuterat konvexa funktioner vars definitionsmangder ar delmangder av R. Vi
namnde i samband med detta att det gar att definiera en konvex funktion i hégre dimensioner —
alltsd funktioner vars definitionsmiangder dr delméngder av R". For att kunna motivera definitionen
maste vi dock diskutera begreppet konvexa mangder forst.

Konvexa mangder

Definition®: En konvex mangd ar en delméngd K av R" (for nagot n) sddan att samtliga strackor som
forbinder tva punkter i mdngden dr en delméngd av K.

For n=2 och n=3 ar definitionen latt att forsta. Vi vet ndmligen vad en stracka ar i tva och tre
dimensioner — en linje mellan tva punkter. Ett exempel pa en konvex mangd i planet &r en triangel, i
rummet ett klot.

Fig 16: Tva mangder
av punkter i planet.
Den vanstra ar
konvex, den hogra ar
inte det.

| hogre dimensioner ar det inte lika solklart. Vad ar en stracka i fem dimensioner till exempel? Vi
maste definiera en sadan stracka strikt.

Definition®: Lat v; och v, vara tva vektorer i R". Strackan mellan v; och v, definieras som mangden
vektorer

Syiv, = WVIv=1tvy + (1 —t)vy,t €[0,1]}

Med denna strikta definition av en strdcka kan vi nu bevisa det vi intuitivt antog i avsnittets inledning;
att en triangel (inklusive dess inre) dr en konvex delmangd av R%. (Beviset for att klotet ar konvext
kommer snart.)

Sats 25: En triangel och dess inre ar en konvex delméangd av R’.

Bevis: Lagg triangeln i ett ortonomerat koordinatsystem med hérnen i origo, (0,X,), Xa>0,0ch (Xp,Ys),
vu>0, Vi far tre fall: x,>0, x,=0 och x,<0. Vi borjar med det likhets-fallet, da detta ar enklast att
behandla.

(1) x,=0

Mangden av punkter som utgor triangeln och dess
inre ar da denna:

* Ledermann Walter, 1985
> Ledermann Walter, 1985 =k 5 ¥ 0 20
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M = {(x,}’)|0 <x<x,0<5y giﬁ(xa —x)}

a

(Dubbelolikheten for y-koordinaten innebar att den ligger mellan kateten parallell med x-axeln och
hypotenusan.)

Att visa att den ar konvex ar alltsa ekvivalent med att visa att féljande olikheter géller for tva punkter
(leyl);(XZIVZ) t|||h0rande M:

0<tx;+ (1 —1t)x, <x,
y
0<ty +(1 -0y, < i(xb — (tx; + (1 — D)x3))

Olikheterna at vanster ar sjalvklara. Olikheterna at hoger fas av att multiplicera olikheterna for (x,y1)
och (x,,y2) med t respektive (1-t) och addera.

(2) Xb>0

Mangden for punkterna ar nu:

M ={(x,y)|0 <x<x,0 Sysi/—b(x—xb)+yb}
b

ﬂ{(x'y)|xb Sxﬁxa,oﬁyﬁ (x_Xb)+yb}

02

Xp — Xq

Yb
Xp—Xa

Eftersom i—b (x—xp)+yp, = (x — xp) + vy}, nédr och
b

endast nar x; < x, kan denna mangd kan ocksa skrivas:
M={(,y)0<x<x,0<y<T(x)}
Dar

Vb
Xp — Xg

T(x) =min<z—:’(x—xb)+yb, (x—xb)+yb)

Vi ska som i forra fallet nu bevisa att foljande galler for tva punkter (x1,y1),(X2,y,) tillhérande M:
0<tx;+(1—1t)x; <x,
0<ty; + (1 —t)y, <T(tx; + (1 —t)xy)

Liksom forut &r olikheterna at vanster sjalvklara. X-olikheten fas pd samma satt som forut, Y-
olikheten genom att observera att T(x) enligt sats 10 och sats 15 ar konkav:

ty1 + (1 =)y, <tT(x1) + (1 = 6)T(xp) < T(txy + (1 — t)xy)
(3) xp<0

Nu dr mdngden av punkter foljande:

Vb

M={(x,y)|0£x£xa,0SyS (x—xb)‘H’b}

Xp — Xq
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Y y
ﬂ{(x’y)|xb <Sx<0Z(r—x) +yy Sy < ———(x—x) +yb}
Xp Xp — X,

Eftersom z—” (x — xp) + yp = 0 nér och endast nar x>0, kan mangden ocksa skrivas
b

Vb _ }
P (x —x5) +yp

M={eoy|osx<x, T <y <
Dar
Vb
T(x) = max <O,x—(x —Xp) +yb)
b

Nu ska vi visa att foljande galler for tva punkter (x1,y1),(X2,¥2) tillhérande M:

0<tx;+(1—-1t)x, <x,

Ttx, + (1 —tx) <ty; + (1 —t)y, < xy—((txl + (1 =t)x3) —xp) +¥p

b
b — Xa
X-olikheterna &r sjalvklara. Y-olikheten at hoger far vi genom att multiplicera olikheterna y; <

ii (x; — xp ) + y, med t respektive (1-t) och sedan addera. Slutligen far vi Y-olikheten at vanster
b

genom att observera att T ar konvex enligt sats 10 och sats 15.
QED.

| beviset anvander vi oss av konvexa funktioner. Det verkar som de konvexa mangderna har ett intimt
samband med de konvexa funktionerna. Detta far sin forklaring néar vi gar in pa definitionen av de
flerdimensionella konvexa funktionerna. Forst ska vi dock studera en konvex mangd av sarskilt
intresse; namligen det konvexa hoéljet till en mangd vektorer.

Definition®: Det konvexa héljet H till en mangd vektorer ar den minsta konvexa mangd som innehaller
alla dessa. Med andra ord, for alla konvexa mangder K innehallande samtliga punkter i méangden
géller det att

HEK

Om vi har en dndlig mangd vektorer ar det inte svart att ange denna mangd explicit. Vi gor det med
hjalp av foljande sats.

Sats 26: Lat V={vy, v, ... v, } vara en given mangd vektorer. Det konvexa héljet till denna mangd &r
maéangden av alla viktade aritmetiska medelvardena av dessa vektorer, alltsa

H = {v|v = Yt} vy, dar ty, t, ...t, aren n — tipel av reella tal € [0,1] sddan att }t;, = 1}

Bevis: Vi bérjar med att bevisa att H ar en konvex mangd. Vi gér detta genom att observera att
strackan mellan tva godtyckliga element v, v, i H ser ut pa féljande satt;

® Kahan W, 2000
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n n n
ovi+ (1 —-0)v, =0 Z v+ (1—6) Z SV = Z(Grk + (1 —60)sp)vi
k=1 k=1 k=1

Dir 6 € [0,1] och {1}, {s} } &r tva n-tiplar med ovan ndmnda egenskaper. Det giller nu att visa att
koefficienterna framfor vy i det sista hogerledet tillhor [0,1], och att deras summa ar 1. Detta ar latt,
da vi paminner oss om att {r; } och {s; } har just de egenskaperna.

0<On+(1-0)s,<6+(1-0)=1

Z(Brk+(1—9)sk)= GZrk+(1—0)Zsk= 0+(1-0)=1
k=1 k=1 k=1

H ar alltsa konvex. Det géller nu att bevisa att den ar den minsta konvexa mangden innehallande
{v1, V3 ...V, }. Antag att mdngden M innehaller samtliga vektorer. Kan den vara konvex utan att
innehalla samtliga viktade aritmetiska medelvarden?

For att M ska vara konvex maste den innehalla alla vektorer pa strackan mellan vektorerna v; och v,;
61vi + (1 —61)v,

(dar 8,€ [0,1]) Vidare maste den innehalla alla vektorer pa strackan mellan en vektor pa strackan
ovan och vektorn vs:

0,(01ve + (1= 6;)vz) + (1 —6;)v3

Dar 6,€ [0,1]. Fortsatter vi detta resonemang med nya tal 8, € [0,1] till och med v, far vi att samtliga
dessa vektorer maste tillhora mangden:

Ong 01Vt Oy g 0;(1—0)Vy + 6,1 .. 03(1— 02)vg + -+ (1 — O, _1)Vy

Satter vi nu

n—1
tr = (1 —6;_1) 1_[9]
j=k

(60 =0)
Sa galler det att
t, €[0,1]

Da ty ar en produkt av ickenegativa tal som ar mindre an eller lika med 1. Dessutom &r

n
Ztk =1
k=1
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Vi visar detta med induktion. For n=2 ar det sjalvklart (6, + (1-8,)=1). Sa antar vi att det stammer for
alla p-tupplar av 6-tal. Det som ska visas nu ar att det stammer dven for en godtycklig (p+1)-tuppel

av 0-tal, alltsa att

Dar 1 ges av

p p-1
Tk=(1—9k_1)1_[9j=9p(1—9k_1)1—19j=9ptk, 1Sk£p
j =k j =k

Tp+1 = 1_0p

Dar {t; } ar en sekvens genererad av en p-tuppel av 6. Da géller det enligt induktionsantagandet;

p+1 p
zrk=(1—9,,)+9,,Ztk=(1—9p)+9p=1
k=1 k=1

Nu ger induktion att det stammer for alla n-tiplar for ett godtyckligt heltal n.

Detta smaplottriga induktionsbevis har hur som helst bevisat att om M ska vara konvex och innehalla
alla vektorer i V sa maste den innehalla alla aritmetiska medelvarden av vektorerna i V. H maste
alltsa vara en delmangd av M. Detta tillsammans med att H &r konvex ger oss att H dr det konvexa
héljet. QED.

Nu ska vi definiera konvexa funktioner som beror av flera variabler.

Konvex funktion — generaliserad definition

Lat oss forst titta pa de vanliga endimensionella konvexa funktionerna ett slag. Att alla kordor till
funktionsgrafen ligger 6ver densamma innebaér att alla strackor mellan tva element i mangden av alla
punkter liggande pa eller 6ver funktionsgrafen dr delmangder av densamma- denna mangd &r alltsa
konvex. Denna mangd kallas for funktionens epigraf.

Vi definierar flervariabla konvexa funktioner pa precis samma satt — deras epigrafer ar konvexa
mangder. Denna mangd ar alltsd konvex fér en konvex funktion f:

Er = (v, = f(V)}

Detta innebar att funktionens definitionsmangd maste vara en konvex mangd — annars skulle
strackan mellan vissa vektorer i definitionsmangden inte i sin helhet ligga i definitionsmangden.
Strackan mellan dessa vektorers punkter i epigrafen skulle da sjalvklart inte heller ligga epigrafen i sin
helhet.
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Fig. 17: f ar inte konvex. De tva
strackorna ar

(1) Stréackan mellan vy och v, i
funktionens icke-konvexa
definitionsmangd.

(2) Strackan mellan punkterna
(v1,f(v1)) och (vy,f(v2))

For en konvex funktion har vi allts att fér samliga vy,v, i en konvex delmingd av R" att
Svy v, € Ef
Vi kan uttrycka detta lite bekvamare, vilket vi gor i nedanstaende strikta definition.

Definition’: Lat f vara en funktion definierad pa K, dar K ar en konvex delméngd av R". Den &r konvex
om den har malméangden R och uppfyller villkoret

Vvy,va € KVEE (0,1):tf(vp) + (1 —t)f (Vo) = f(tvy + (1 — t)vy)
Observera att denna definitionsolikhet ar i princip den samma som i specialfallet K € R.

Innan vi tittar pa konkreta exempel pa flervariabla konvexa funktioner ska vi ge ett alternativt bevis
till Jensens olikhet med hjalp av att E; ar konvex. Denna gang gor vi det sa att den galler i alla
dimensioner (vilket det forra beviset med sma férandringar ocksa kan duga till.) Observera att detta
bevis kan ge likhet i olikheten, men den géller for alla konvexa, inte bara de strangt konvexa,
funktionerna.

Alternativt bevis till sats 7: Lat {vy, v, ... v, } vara n vektorer i f:s definitionsméangd. Titta pa mangden

{(Vio f (Vi) Yk =1

Eftersom E; ar en konvex mangd innehallandes alla dessa punkter ar det konvexa héljet H en
delméangd i denna mangd.

H < E

Enligt definition och sats 26 innebar detta att det for samtliga n-tiplar av reella tal ty, t,...t,, sddana
att deras summa ar 1 att:

n

>t M f W) € (@2 fW)

k=1

Detta betyder att:

’ Ledermann Walter, 1985
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n

Ezufﬁ&)2f<inwJ
k=1

k=1
QED.

Nu ett konkret exempel pa en flervariabel konvex funktion.

Sats 27: f(x1, X2, ., Xp) = / n_, xZ arkonvex pa R".

Bevis: Lat Va=(X1a,X2a,--/Xna) OCh Vp=(X1p,Xap,...Xnp ) Vara tva vektorer i R". Det som ska visas &r att

zk:l xkaZ +(1 - t)\/zk=1 xkb2 > \/Zk=1(txka+(1 - t)xkb)Z

For godtyckliga v, och vy,. Vi kvadrerar:

n n n n
2 Z;kaaz +26(1 - t)\/zk—1Xka2 \[zk—lxkbz +(1—t)? zk_l X2

n
> z t2xp 4 2t(1 — Oxg X, + (1= 6)2xf,
k=1 ¢

n n n
o [ = T
k=1 ¢ k=1 b =1 aTrb

Dar den sista olikheten fas ur Cauchy-Schwartz (sats 20).

QED.

Med hjalp av detta resultat kan vi nu bevisa att klotet ar konvext.
Sats 28: Ett klot och dess inre ar en konvex delmangd av R>.

Bevis: Ett klot med radien R och dess inre beskrivs av féljande mangd:

B = {(x,y,z)|\/x2 +y2+22 < R}

Det som ska visas ar alltsa att foljande géller for tva punkter (x4,y1,21) och (x,,¥2,2,) tillhérande B:

Vtx + (1= 0x) + (tyy + (1 = 0)y;)? + (b2 + (1 - )z)? <R

Eftersom /22:1 x2 &r konvex pa R’ géller det dock att

Vit + (1= x)2 + (ty; + (L= O)y2)? + (tz + (1 — £)2)?
< t\/xlz +y12 +Z12 + (1—t)\/x22 +_')/22 ‘l‘ZZ2 <tR+ (1—t)R =R

QED.
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| sats 23 fick vi bekanta oss med en funktion som ar konvex for alla fasta y och konkav for alla fasta x.
Den &r, inte helt ovéntat, inte konvex pa R% Ty vilj tva vektorer med samma x-koordinat — dessa tva
uppfyller ju inte olikheten som kravs, eftersom funktionen ar konkav med avseende pa y for detta x.

Om vi véljer en funktion som ar konvex (pa R) for alla fasta y och for alla fasta x da, ar den konvex pa
R?? Svaret ar att den inte nodvandigtvis det — ett exempel &r f(x,y)=xy. Att den dr konvex med
avseende pay om vi haller x fast och vice versa ges av sats 15. Att den inte dr konvex pa R” ges inte
av den - men det inte allt for knivigt att bevisa.

Sats 29: f(x,y)=xy &r inte konvex pa R’.
Bevis: Det som ska visas ar att det existerar tva vektorer v, och v, sa att
tf(v) + (A= 0f(vp) < f(tvy + (1 = t)vp)

For ndgot ti[0,1]. Om vi véljer v;=(1,-1), v,=(-1,1) och t=1/2 &r detta fixat, ty da &r tv,+(1-t)v,=(0,0)
och ovanstaende likhet blir ekvivalent med att

1,-1)+f(—1,1
_1=f( )Zf( )<f(0,0)=0
Vilket &r sant. QED.

Vi kan allts3 inte dra slutsatsen att f &r konvex pa en delmiangd av R" utifran det att den &r konvex
med avseende pa varje variabel nar vi haller de andra fasta. Omvandningen ar dock sann — vi har till
och med féljande strangare resultat.

Sats 30: Antag att funktionen H(xy,X»,Xs...X,) ar konvex pa en delmangd av R". D& &r alla funktionerna
H(®,X3...Xn)...H(X1,X,...Xn.1,®) konvexa pa sina respektive definitionsdelmangder av R"™.

Bevis: Vi genomfor endast beviset for funktionen H(e,x,...x,). De andra funktionernas konvexitet
bevisas helt analogt.

Vi har enligt definition att
tH(xla,xza ...xna) + (1 - t)H(xlb,xzb ...xnb) > H(txy, + (1 = t)xy,, .. tx,, + (1 —t)xy,,)

For alla x; osv. Satter vi nu helt enkelt X1, = X1, = Xo far vi att funktionen H(xg,X;...x,) (dar alltsa xq ar

fast) uppfyller samma olikhet och saledes ar konvex. QED.

Med detta bevis avslutas uppsatsen. Jag hoppas att ldsaren har haft stort noje i att Iasa den.
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Forst och framst vill jag tacka min handledare Ake Hakansson, som har hjalpt till med manga bra
kallor och stottat mig i arbetet. Jag vill speciellt tacka honom for att han uppmuntrade mig att vélja
just konvexa funktioner som dmne.

Darefter vill jag tacka alla som har hjalpt mig i min matematiska utveckling; ingen namnd, ingen
glémd. Utan dem hade jag inte kunnat skriva detta arbete. Aven ldrare och andra som har undervisat
mig i sprak ska ocksa tackas. Utan de sprakkunskaper jag har idag hade detta arbete blivit &n mer
svarlast.

Till sist vill jag tacka mina foraldrar och 6vriga slaktingar som alltid har stéttat mig i de val jag har
gjort i min utbildning. Jag vill ocksa tacka min van Anna Winiwarter som har hjalpt mig med
sammanfattningen pa tyska.
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APPENDIX 1

Vi bevisar har olikheten Ina<(a-1), om a#1, som anvandes i beviset till sats 4. Vi behandlar fallen a>1
och a<1 separat.

(a>1) Enligt Lagranges medelvardessats ar
1
Ina=Ilna-Inl :E(a—l)

For nagot € mellan a och 1. Eftersom % ar mindre an 1 for dessa &, ar det hogra ledet i likheten ovan

mindre an (a-1).

(a<1) Samma resonemang som ovan far oss till
1 - (1-a)
—na=-(1-a
$

For nagot € mellan a och 1. Eftersom 3 ar storre an 1 for dessa , ar hogerledet ovan storre &n (1-a).

Division med -1 ger oss olikheten.
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APPENDIX 2

Vi visar har en sats som ar grunden till en alternativ definition av konvexa funktioner som vissa
bdcker anvander i sina framstallningar; namligen att funktionen uppfyller “var” definitionsolikhet

med t=5 och att den ar kontinuerlig. Det vi ska visa ar att denna definition ar ekvivalent med var

definition.

Antag alltsa att f ar kontinuerlig och uppfyller kravet

f(xg) + f(xp) Xq + X
7= ()

For godtyckliga x, och xy, i f:s definitionsmangd. Sjalvklart uppfyller den ocksa “olikheterna”:

0% f(xg)+ 1% f(xp) = flxp), 1+ fxg) + 0% fx) = fx,)

Lat nu t vara ett givet tal i (0,1). Om t &r lika med 0O, 2 eller 1 ar vi klara. Annars satter vi )\1=E. Da galler

det att:

|t /’1|<1
=9

Dessutom galler foljande tre olikheter for f:

(,11 _ %)f(xa) + <1 _ (/11 _ %))f(xb) > f <(/11 _ %) X, + <1 _ (,11 - %)) xb>

Aif(x) + (1= 2)f () = fF(Ayxg + (1= A1)xp)

(/11 +%>f(xa) + <1 — (/11 +%)>f(xb) > f<(11 + %)xa + <1 - (/11 + %)) xb>

OmA; — ;<t< A1 adderar vi den Gversta olikheten med den i mitten och dividerar de tva

resulterande leden med tva, for att fa:

(Al - %) fxg) + <1 - <11 - %))f(xb)

f((/ll - %) Xq + (1 - (/11 _%)>xb> + fxg + (1 = 2A4)xp)
2

= (- 2)see (1= (u-)))

Dar den sista olikheten foljer av forutsattningarna. Sattervinu 1, = A4 — Zgaller det att

=

1 1
/12<1:</12—2—2=>|1:—/’12|<2—2

Dessutom har vi att:
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(=2 s+ (1= (12~ 5) = £ (12 = ) o + (1 (22 - 52) )

Aaf (eg) + (1 = 2A)f(xp) = f(Azx, + (1 = A2)xp)

(/12 +212>f(xa) + <1 — (/12 +212)>f(xb) > f(()lz +2i2)xa + <1 - (Az +2i2)>xb)

Dar vi har fatt den undre och den 6vre olikheten ur den undre resp. den mellersta av de liknande
olikheterna ovan.

Omistdllet 4; <t < A; + 5 adderar vi den understa olikheten med den i mitten, delar med tva och

genomfor ett liknande resonemang for att fa att samma olikheter géllerom A, = 4 + 7

Upprepar vi nu detta resonemang ett godtyckligt antal ganger far vi att det for varje positivt heltal k
existerar ett A, sadant att:

1
|t—lk|<2—k

A f (xq) + (1 = ) f () = fAexg + (1= A4)x;p)
Genom att lata k ga mot oédndligheten far vi att, eftersom f ar kontinuerlig;
A, de =t

tf(xa) + (1 - t)f(xb) = f(txa + (1 - t)xb)
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